Chapitre 2
NOMBRES COMPLEXES

Enoncé des exercices.

1 Les basiques

Exercice 2.1 Donner la forme polaire de : 1 +1i, 1 —4, i —1, \/3+1
En déduire

20
1+z'\/?_>>

Exercice 2.2 Calculer (1+14)* et ( 1=

Exercice 2.3 Soit 21 =141, 20 = V3 +1i et 23 = —1, Déterminer les parties réelles et imaginaire de z3, déterminer

22
o , : ™ V3+1
les modules et arguments de z, et z3, en déduire la forme polaire de z3. Justifier alors que cos (—) = et

12 2V/2

imy V3o
in(5) = 2!

™
. En déduire tan —.
n aéguire tan 7o

Exercice 2.4 Soient a,b et ¢ dans C, montrer que
|1+ al+la+b+1b] > 1

Exercice 2.5 Soit z un compleze de module 1, calculer |1+ z|* + |1 — z|*.

Exercice 2.6 Un entier n est dit somme de deuz carrés s’il existe deux entiers a et b tels que n = a® + b%. Montrer
que si n et p sont sommes de deux carrés alors leur produit n X p l’est aussi.
Par exemple on a b = 22 + 12, 401 = 20% + 12, quelle est la décomposition en somme de deux carrés de 2005 ?

16v/2

1—1

Exercice 2.7 Résoudre z* = (on demande uniquement la forme polaire des solutions )

1
Exercice 2.8 Montrer que (|[z| =1 et z #1) =1 (z i_ 1) eR

. . a+b
Exercice 2.9 Soient a et b deux nombres complexes de module 1 tels que ab # —1, montrer que eR

14 ab



1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

— a—>b
Exercice 2.10 Soient a et b deux complexes tels que ab # 1, on pose alors z = l z Montrer que
—a

z|=1<]a|=1ou |bl=1

b

a b la —b]
lal* b

~ al[b]

Exercice 2.11 Soient a et b deux complexes non nuls. Montrer que

Exercice 2.12 Soient a,b etc trois complezes de module 1, montrer que |ab+ bc+ ca| = |a+ b+ ¢|

1
Exercice 2.13 Soit u un nombre complexe de module 1, montrer que Re (1 u> =3

Exercice 2.14 Résoudre l’équation 23 = Z.

Exercice 2.15 Soit (2,,),,cy une suite géométrique de raison a ot a est un imaginaire pur non nul. Montrer que si
M,, a pour affize z, alors le triangle (M, M, 1M, o) est rectangle en M.

1
Exercice 2.16 Déterminer le lieu des points M d’affize = tels que les points M (z), N(z%) et P (;) soient alignés.

Exercice 2.17 Déterminer le lieu des points M d’affize z tels que les points M, A et N soient alignés, ot A a pour
affize 1 et N a pour affize 1 + 22.

Exercice 2.18 Résoudre, pour n € N, n > 2, ’équation (z —1i)" = 1.

Exercice 2.19 Résoudre 'équation (z —1)" = (2 +1)" ot n € N*.

Exercice 2.20 Déterminer les solutions de z* — (3 + 8i)2% — 16 +12i = 0

Exercice 2.21 Résoudre (22 + 3z — 2)2 + (222 —3z+ 2)2 =0.

Exercice 2.22 Résoudre I'équation 23 + 2% + (=1 + 3i) z + 44 + 12i = 0 sachant qu’elle admet une racine réelle.

Exercice 2.23 On considére ’équation
22— (142022 +3(1+4)z2—10(1+i)=0 (E)

1. Résoudre (E) sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.
2. On note a,b et c les trois racines et A, B,C les points d’affizes a,b et c. Que dire du triangle (ABC) ¢

Exercice 2.24 On considére la fonction f de C dans C définie par

z—2
z+1

VzeC, z#, f(z) =

1. Déterminer le lieu des points M d’affize z tels que |f(2)] =1
2. Déterminer le lieu des points M d’affize z tels que f(z) € R
) €

3. Déterminer le lieu des points M d’affize z tels que f(z) € iR

Exercice 2.25 Soit A € C\ {—i}, montrer ’"équivalence

1+ M
1—Xi

)\ER<:>'

*2/64* Gry HUVENT - EPSILON MaTHS -(c) 2009



CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 1. LES BASIQUES

Exercice 2.26 Soit r1 la rotation de centre A d’affize —1 et d’angle g et ro la rotation de centre B d’affize j = e

2m
et d’angle 5 Montrer que T 0 T1 est une symétrie centrale dont on précisera affize du centre.

Exercice 2.27 1. Soit (ABCD) un quadrilatére. On note A’, B',C" et D' les milieux des cotés [A, B], [B,C], [C, D]
et [D, A]. Montrer que A’B'C'D’ est un parallélogramme, dit parallélogramme de Varigon de (ABCD)

2. On construit sur les cotés du triangle (ABC) les carrés (BCPQ) et (ACMN) comme indiqué sur la figure ci

dessous
N
A E
M
G
B C
F
D

Q p

On note D et E les centres respectifs de ces carrés. On note G le milieu de[A, B] et F le miliew de [M, P).
Montrer que (EGDF) est un carré.

Exercice 2.28 Soient A, B,C et D les sommets d’un quadrilatére convexe. On construit sur les cotés quatre triangles
isocéles rectangles comme indiqué sur le schéma ci dessous.

Montrer que A'C' = B'D’ et que ces deux segments forment un angle droit.

Exercice 2.29 Résoudre z* = 24i — 7.
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1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

Exercice 2.30 Résoudre (z —i)" = 2"

(c=0)(1+ab)

t
b (1l +a0) est un

Exercice 2.31 Soient a,b et ¢ trois complexes de module 1 tels que ac # —1, montrer que

1maginaire pur.

Exercice 2.32 Soit (ABC) un triangle, A, B’ et C' les milieux des cotés ( A’ milieu de [B,C], B’ milieu de [A, C)|
et C' milieu de [A,C)) et M d’affixe z. On note a,b,c les affizes de A, B et C.

Déterminer les affives p,q et v de P,Q, R symétriques de M par rapport a A', B’ et C'. Montrer que les droites
(AP), (BQ) et (CR) sont concourantes en un point N qui est le milieu de [A, P], [B,Q)] et [C,R]. Reconnaitre
Uapplication M — N.

Exercice 2.33 Résoudre, pour n > 2, (z —1)" = 2™, montrer que les points d’affizes les solutions sont tous sur une
droite paralléle a laxe Oy et ceci quelque soit la valeur de n. Donner explicitement les solutions lorsque n = 2,3 et 4.

Exercice 2.34 Résoudre, pour n entier, n > 2 Uéquation (E) : (z +1i)" = 2™

Exercice 2.35 Soit a € [0,2n[, on considére ’équation
22 =2 cos (@) 2422 =0

1. Résoudre cette équation, on notera zy et zo les solutions.

2. Soient A et B les points d’affixe z1 et zo et O le point d’affixe 0, déterminer o pour que le triangle OAB soit
équilatéral.

Exercice 2.36 Soit w un complexe fixé.

1. Déterminer les complexes z tels que
2+ 2+iw)z+(iw+2-w)=0

On notera z1 et zo les deux solutions.

2. Déterminer le lieu géométrique des complexes w tels que les points M, A, B d’affixes w,z1, 2o respectivement
soient alignés.

Exercice 2.37 Soient (a,b) € C de module 1 tels que |a + b| = \/3, calculer |a — b|. Donner un exemple de couple de
compleze vérifiant cette condition.
Exercice 2.38 Montrer que Vz tel que |z] # 1, on a
L—2z"  1—|2|"
11z

1—=z

n n
1
Exercice 2.39 Soient z1,- -+ ,z, n complexes de modules 1, on définit z = (E zk> (E —) , montrer que z est
2k
k=1 =1
un réel tel que 0 < z < n?.

Exercice 2.40 Soit z € C, exprimer Re (2%) en fonction de |z| et de Re (2).

. . .. . . P '/T .
Exercice 2.41 Calculer les racines deuziémes de 1 + 1 sous forme polaire, en déduire cos R et sin ¥ et tan §.

Exercice 2.42 Résoudre 42> + 8|z =3 =10 ou z € C.

Exercice 2.43 Soit (ABC) un (vrai) triangle, Q le milieu de [A,C] et R le milieu de [A, B]. On note a,b,c les
longueurs des cotés opposés respectivement o A, B et C. Montrer que (BQ) L (CR) <= b + ¢ = ba?

1 1
Exercice 2.44 Soit D = {2€ C, |z — > < > et f : C — C définie par f(z) = z(1 — z), montrer que D est

stable par f (i.e. que z € D => f(2) € D).
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 2. LES TECHNIQUES

2 Les techniques

Exercice 2.45 Soient a et b deux complexes, montrer que
la| + |b] < |a+ b + |a—b]

Exercice 2.46 Soit a et b de module 1 et z € C, montrer que

Re(z+abz—a+b> _ 1
a—>b

Exercice 2.47 Soit a € C de module 1, on note 21, 22, .., z, les solutions de l’équation z" = a. Montrer que les point
My, d’affize (1 + z)" sont alignés

Exercice 2.48 Soit z € C, on définit 2’ = zi—ZQZ lorsque z # 2i. On note M, M’ , A, B les points d’affixe z,2',2i,14
respectivement.
1. Calculer AM x BM'. Si M décrit un cercle de centre A et de rayon R, quel est le liev de M’ ¢

2. Calculer ( 1 ,AM) + ( 1 ,BM’), En déduire que si M décrit une droite passant par A (privée de A), alors M’
décrit une droite passant par B.

Exercice 2.49 Soit z € C, on note M le point d’affize z, P le point d’affize 2% et Q le point d’affize 2°.
Déterminer le lieu de M pour que

1. M, P et Q soient alignés.
2. M, P et @Q forment un triangle équilatéral.

1
Exercice 2.50 Soit z € C tel que |1+ 2| < 3 montrer que |1 + 22| > 1

Exercice 2.51 Soit z de module 1 et tel que |1+ z| < 1. Montrer que |1+ 2% > 1.
En déduire que siu et v sont deux compleres de méme module supérieur a 1 alors |u+v| > 1 ou |u2 + v2| > 1.

a+c=b+d
ints A B D(d). D
otib—ctia O place les points A(a), B(b),C(c) et D(d). Donner la

nature du quadrilatére ABCD. Montrer qu’il existe z tel que (z — a)* = (z — b)* = (z — ¢)* = (z — d)*.

Exercice 2.52 Soit (a,b,c,d) € C* tel que {

Exercice 2.53 On considére l’équation (E) 2% + (a — 3i) z — 1 — 3i = 0. Déterminer a € R pour qu’elle admette une
solution réelle. Déterminer alors les solutions.

Exercice 2.54 Soit ABC un triangle, on note ra,rg et ro les rotations de centre A, B et C et de méme angle T

Justifier que la transformation rc orp ora est une symétrie centrale. On note I le milieu de [B,C], comment doit
étre le triangle ABC' pour que le centre de cette rotation soit le milieu de [B, 1] ¢

Exercice 2.55 Soient A, B et C les points d’affize a,b et ¢ respectivement. Montrer que le triangle (ABC') est équi-
latéral si et seulement si a® 4+ b + ¢ = ab + ac + be.

Exercice 2.56 Soient A, B et C trois points du plan, on place l’origine O du plan au centre du cercle circonscrit C a
(ABC). Ainsi 0 est Uaffize de O. On note a,b et ¢ les affives de A, B et C.
1. Montrer que laffize de lorthocentre H de (ABC) est a4+ b+ c.

2. (Olympiades de St Petersbourg 1997).
Soient D un point de C, on note K, L, M et N les milieux de [A, B], [B,C], [C,D] et [D, A]. Montrer que les
orthocentres des triangles (AKN), (BKL), (CLM) et (DMN) sont les sommets d’un parallélogramme.
(Questions supplémentaires : comparer les isobarycentres et les aires de (ABCD) et de ce parallélogramme)
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2. LES TECHNIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

Exercice 2.57

1. Résoudre dans C l’équation 2% — (1 +2i)z — 1414 = 0. On notera z; et zo les solutions.
2. Pour n entier, n > 2, déterminer les racines éniémes de z1 et de 2.

3. Soit M, le point d’affize 21", P, le point d’affixe 25 et O Uorigine du repére. Déterminer les entiers n tels que le
triangle (OM,, P,,) soit rectangle.

Exercice 2.58 Soient u et v deux complexes, on définit z par z = u + iv. Déterminer une condition nécessaire et
2
suffisante pour que |z|° = u? + v2.

Exercice 2.59 Résoudre [’équation d’inconnue z,
(z2 + 1)” =(z—0)*"

Exercice 2.60 Trouver tous les complexes z tels que M d’affixe z et My, Mo, M3 d’affixe les racines troisiémes de z
forment un parallélogramme.

Exercice 2.61 Soit ABC un triangle rectangle en C, soit P le pied de la hauteur issue de C, M le milieu de [C, P]
et N le milieu de [B, P]. Montrer que (AM) et (CN) sont perpendiculaires.
On remarquera que deuz triangles particuliers sont images par une similitude directe.

Exercice 2.62 Soient a,b,c,d et a des complezes, développer }a — a5}2 + }c — a?iﬁ , en déduire

2Re ((ab + cd)) < 4 (|a|2 + |c|2) + i (Ibl2 + Idlz)

Plus généralement, montrer que

Re (ab+ cd) < \/(|a|2 n |c|2) (|b|2 n |d|2)

1
Exercice 2.63 Le but de cet exercice est de déterminer les complexes z tels que |z + —| = 2
z

1. Soit y € R, on définit le polynome P (X) = X? + 2 (y2 — 1) X +y* — 6y% + 1. Déterminer les racines de P (i.e.
résoudre P (X) =0 d’inconnue X ).

2. En déduire la factorisation de P (X) en un produit de deuz polynomes du premier degré en X.

3. Montrer que [’équation

1
z+ —‘ = 2 est équivalente o P (a:Q) =0 avec z = x4+ 1y ou x ety sont les parties réelles
z

et imaginaires de z.

4. Représenter géométriquement ’ensemble des points M dont affize vérifie

1
z+—'2.
z

9
Exercice 2.64 Soit u = exp (2771') et S =u+u?+ut

1. Calculer S en fonction de u. En déduire S+ S et SS. Quel est le signe de Im (S) ?
2. Montrer que

cos 2_7r + cos 4_7r + cos 8_7r = —1 et sin 2_7r + sin 4_7r + sin S—W = ﬁ
7 7 7)) 2 7 7 7)) 2
Exercice 2.65 Résoudre z% — 2 (z\/§ - 1) 24 -8 (1 + z\/g) =0.
Exercice 2.66 Soit o = 62?, montrer que a = a2 + a® et b = o + a? sont racines de 2 +x — 1 et en déduire leur
valeur.
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 3. LES EXOTIQUES

Exercice 2.67 Soit p, un entier naturel non nul et I’équation en z suivante :
p—1
(Bp) @ peP =214 2P 24 4241 cest a dire pz¥ = sz
k=0
1. Une solution de (E,) peut-elle étre de module strictement supérieur ¢ 17
2. Soit €, une solution de (Ep) de module 1, autre que 1, justifier ’égalité :
i(pgl)G _ Sin(%e)

psin(%)’

€

puis en déduire une contradiction. Conclusion.

3 Les exotiques
Exercice 2.68 Soit z un compleze tel que |1+ z+ 22 4+ ...+ 2°| =1 et |z| = 1. Montrer que 2° =1 ou z'* = 1.

Exercice 2.69 Soit z € C\R_, en développant (z + |z|)2, trouver une formule simple pour calculer les racines
deuxiémes de z.

Exercice 2.70 On considére I’équation
A (T—i) 22+ (12— 150) 22 + (4 +44) 2 + 16 + 1924 (E)
La résoudre sachant qu’elle admet une racine réelle et une racine imaginaire pure de méme module.
Exercice 2.71 On considére ’équation
24+ (1—d) 2+«

ot a € C. Déterminer a pour que les points dont les affizes sont les racines de cette équation forment avec le point P

d’affize % un triangle rectangle en P.

Exercice 2.72 (Olympiade mathématiques de Singapoure, test de sélection) Soit (ABCD) un carré. On construit

P e (AB) et Q € (BC) tels que BP = BQ. Soit H la projection orthogonale de B sur (PC'). Montrer que (QH) et
(HD) sont orthogonales.

A D
p

H
B Q C

Exercice 2.73 Soient A, B et C trois points du plan. On place lorigine du plan complexe au centre O du cercle C

circonscrit au triangle (ABC). On peut supposer, sans perte de généralités que les affizves a,b et ¢ de ces points sont
des complexes de module 1.
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3. LES EXOTIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

1. Soit P ( resp. S) le point d’intersection du cercle C et de la paralléle & (BC) (resp. la perpendiculaire & (BC))

passant par A. Déterminer les affizes p et s de ces points.

2. Soit A’ le point d’intersection du cercle C et de la perpendiculaire & (AC) passant par S. Montrer que A’ ne
dépend pas du point C Identifier géométriquement ce point.

Montrer que la droite PR est paralléle a la tangente en B au cercle C.

Exercice 2.74 Soient x et y des réels tels que

56 + 33y = and 33z — 56y = %

v
x2 +y2’ +y2
Déterminer |z| + |y|.

Exercice 2.75 Soient a et b deux réels tels que a +b =1, u et v deux complexes de modules 1, prouver que

1
|au+b’u|2§|u+v|

2
En déduire la factorisation (au+ (1 —a)v) x (av + (1 —a)u) — = (u+v)* = — (— — a> (u—v)%
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 4. LES OLYMPIQUES

Exercice 2.76 Soient ag,- - ,an_1 n complexes, montrer que
T+ao+-+an1|>1—]ag| = —[an_1]

Soit P(2) = 2" + an_12"" 1 + -+ + ag, on suppose que |ag| + - - + |an_1| < 1, montrer que les racines de P vérifient
|z] < 1.

Exercice 2.77 Calculer pour 6 € R et n € R les sommes C = ZCOS (k0) et S = Zsin (k0) .
k=0 k=0

(dans le méme genre Z (=1)" cos (k) - -, ou Zcos (k6 +¢) )
k=0 k=0

Exercice 2.78 Calculer pour § € R et n € R les sommes C = Zcosk (0) cos (kB) et S = Z cos® (6) sin (k6) .
k=0 k=0

Exercice 2.79 Calculer pour n € N, (a,b) € R?, Z (Z) cos (ak + b).
k=0

n
_ k
Exercice 2.80 Calculer pour n entier et € R, E (—1)" 7k (n> COSi z)
poars k) cosk(x)

Exercice 2.81 Soient a et b deux complexes, si wg,--- ,wp_1 Sont les racines éniemes de 1, montrer que

n—1

2
bl < — b
jal +| |_n;|a+wk|

1 1 1
Exercice 2.82 Caractériser les complexes a et b tels que =—+ 7
a

a+b
Exercice 2.83 Soit m € C et a et b les racines de 2> + 2mz + 1, montrer que
la| + |b] = |m + 1] + |m — 1]

4 Les olympiques

cos2a + cos 23 + cos 2y =0
sin2a + sin 20 + sin2y = 0

cosa+cosf+cosy =0

sin o + sin ﬁ +siny =0 , montrer que {

Exercice 2.84 Soient o, 8,7 trois réels tels que {

Exercice 2.85 Soita € R, a > 1 et z € C tel que |z +a| < a et |2* + a?| < a. Montrer que |z] < a
Exercice 2.86 Soita € R,a>1etze€C. Silz+a|<a et |22 +a| < a, montrer que |z| < a.

Exercice 2.87 On considére le polynome P (z) = 2% + pz +q.
Trouver une CNS sur (p,q) pour que ses racines forment un triangle rectangle isocéle

Exercice 2.88 Soit z € C, on note M, N et P les points d’affives z, z* et 23 respectivement. Déterminer z tel que le
point O d’affize O soit le centre du cercle inscrit dans le triangle (M N P).

—
AB AC

Indication : Soient A, B et C trois points deuxr & deux distincts. Le vecteur H—> + 57— dirige la bissectrice de
AB| - |ac]

Uangle /ZBAC
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4. LES OLYMPIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

Exercice 2.89 Montrer le théoréme de Napoléon :

Soit un triangle donné (noté (ABC')) , on construit sur ses c6tés 3 triangles équilaté-
raux. Alors les isobarycentres (notés A', B’ et C') de ces triangles forment un triangle
équilatéral.

Comparer ensuite les isobarycentres de (ABC) et de (A'B'C’).

Exercice 2.90 Un ezercice inspiré des Olympiades Estoniennes.

On considére un triangle (ABC) , on note ) le
centre de son cercle circonscrit. Le cercle ins-
crit & (ABC) a pour centre le point V et est
tangent aux cotés de ce triangle en P,Q et R.
On note L, M et N les milieux des cotés du tri-
angle (PQR). Il s’agit de prouver que le point
U, centre du cercle circonscrit o (LMN), est
aligné avec 'V et ().

On place lorigine du plan complexe au point V' centre du cercle inscrit. Sans perte de généralité, on peut supposer que
le rayon du cercle inscrit a (ABC) est égal o 1.

1. Déterminer les affizes a,b et ¢ des points A, B et C en fonction de celles de P,Q et R (notées p,q,r).
2. Montrer que Uaffixe w du centre Q0 du cercle circonscrit o (ABC') est

2pqr (p+q+7)
(p+q)(g+r)(r+p)

3. Déterminer laffize u du centre U du cercle circonscrit ¢ (LMN) .

4. En déduire que U,V et Q) sont alignés.

Exercice 2.91 (Olympiades Internationales de Mathématiques 2003) Soit (ABCD) un quadrilatére inscrit
dans un cercle. Soient P,Q et R les pieds des perpendiculaires issues de D aux cotés BC, AC' et AB. Montrer que
PQ = QR si et seulement si les bissectrices intérieures auzx angles ZABC et ZADC' se coupent sur (AC).
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 4. LES OLYMPIQUES

Indications : Soient X etY les points d’intersections des bissectrices de ZABC' et de ZADC' avec la droite (AC) . Montrer
que X est le barycentre de A et C affectés des coefficients les longueurs BC' et AB (et établir un résultat analogue
avec'Y ).

On pourra également regarder lexercice 2.88

Exercice 2.92 (Exercice 296 de bulletin de PTAPMEP) Les paralléles a une droite (D) menées par les sommets
d’un triangle (ABC) recoupent respectivement son cercle circonscrit en A') B’ et C'. Le point P est quelconque sur
ce cercle tel que les droites (PA’), (PB') et (PC’) recoupent les droites (BC), (CA) et (AB) en A”,B" et C".
Démontrer que ces trois points sont alignés.

Exercice 2.93 Résoudre

(S)

En déduire que

2n71

Exercice 2.95 (Théoréme de Enestrom-Kakeya) Soient ag > a1 > -+ > a, > 0n+ 1 réels et P(z) = ag +
a1z 4+ an2".
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5. LE GRENIER CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

1. Montrer que pour z € C

(=2 P ()] 2 a0~ (a0 — ar) 2]+ (@1 — @) |2 -+ (nos — @) 2"+ 2]

2. Soit f définie sur [0, +oo[ par f(x) = ag — [(a0 — a1) x + (a1 — az) 2? + -+ + (an—1 — an) " + anz™ "], quelle
est la monotonie de f ¢

3. En déduire que les racines de p sont & lextérieur du disque ouvert D = {z € C, |z| < 1} (Théoréme de Enestrom-
Kakeya).

4. Vérifier ce résultat avec p (z) =1+ x +---+z™.

5. Soit Q(z) = bpz"™ + -+ + by avec by, réel strictement positif. Montrer que les racines de @ sont dans l'anneau

défini par
. bk: bk
min @ —— <|z| <ry = max —
0<k<n—1 b1 0<k<n—1 bp41

1 1 1 2
Exercice 2.96 Soit z tel que Re (z) > 0 et |22 — —‘ < i montrer que |z — g‘ < 3
Exercice 2.97 Soitn > 1 et (21, ,2zn) € C", montrer que
n
2
k=1 23
— <
gy P PEESy
1+ sz -
k=1

5 Le grenier

Exercice 2.98 Résoudre z* = 24i — 7.
Exercice 2.99 Résoudre z° — (4+1i)z +5+5i = 0.
Exercice 2.100 Résoudre (2* + 3z — 2)2 + (22 + 32 — 16)2 =0.

Exercice 2.101 Soit (ABC) un triangle et F le milieu de [B, C], on construit extérieurement les triangles rectangles
1soceles (ADB) et (AEC) (les angles droits étant en D et E). Montrer que (DEF) est rectangle isocéle.

Exercice 2.102 Résoudre (141) 2> —2iv/2z+ (i —1) = 0.
Exercice 2.103 Déterminer le lieu des points M d’affize z telle que |z| = z +Z. Interprétation géométrique ?
Exercice 2.104 Résoudre 2° + 3iz +u (i —u) =2 ot u € C.

Exercice 2.105 Soit 6 € R, résoudre I'équation 2> — 2€"z + 2isin () e

. . . , z—1
Exercice 2.106 A tout point M d’affize z # 1, on associe le point M' d’affize 2’ = T3
-z
2 —

1. Montrer que |2'| =1 et que
”—

! t réel
est réel.
1

2. En déduire une construction géométrique de M’.
Exercice 2.107 Soient A et B deux points distincts du plan orienté, r1 est la rotation de centre A et d’angle 5, T2

celle de centre B et d’angle —2F. Si M est un point, My =11 (M) et My =15 (M), montrer que le milieu de [My, Mo)]
ne dépend pas de M et le construire.
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 5. LE GRENIER

Exercice 2.108 Résoudre 22 = (3 + 4i)**°* puis (3 + 4i)*°%.
Exercice 2.109 Résoudre 2% +iz +2 = 0.
Exercice 2.110 Soit ABCD un quadrilatére et un C cercle de centre O tels que (AB), (BC), (CD) et (DA) soient

tangentes 4 C. On considére en outre les milieux M et N des diagonales [A, C| et [B, D]. Prowver que M O et N sont
alignés.

Exercice 2.111 Soit a # 1 et zg # 0, on considére la suite (zy), cy géométrique de premier terme 2o et de raison a.
On note M, le point d’affize z,. Quel est le lieu de A d’affize a tel que pour tout n € N le triangle (My My 41 M, 42)
soit rectangle (en un des sommets, mais on ne précise pas lequel).

2ix
Exercice 2.112 Soit w =e n , résoudre, pour k € {0,--- ,n}, léquation

(z>+1) =w" (2 —i)?

Exercice 2.113 Résoudre iz3+(—1 4 2i) 22— (4 + i) z+3 (=1 + 2i) = 0 sachant que cette équation admet une solution
réelle.

Exercice 2.114 Résoudre 2> + 222 — 3iz — 1 — 3i = 0 sachant que cette équation admet une solution réelle.
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Chapitre 2
NOMBRES COMPLEXES

Solution des exercices'

1 Les basiques

Exercice 2.1

1+:¢ = \/561%
1—i = (1449 =+2e"1

Vi = 2841 Zout
2 2
On en déduit que
<\/§ 13_7r> 15

e 4 ;107
i —1)° L s _ 1ln 3T
EZ 1;4 = 4:\/566 = 2€<4 >:\/§el4 =27 =i—1
i+ (vaes i

. 44 .
1+ = ( 2e12) — 92207117 _ 922 _ 4194304

—4 19 4 19 197 . T i
<\/§ ) _ ( — > — 99, _ 7219671(37F+E) _9l9,~5 _9l8 <\/§ -~ z)
“+1 2¢'6

Exercice 2.2 On regarde la forme polaire. On a 141 = /2e'5, 1 +iy/3 =2¢'3 et 1 —i = (1+14) = V2e M. Ainsi
(1492 = (\/5)25 i 212ﬁei(6w+§) = 212\ /2¢1% =212 (1 +4)

. 20 20
1 2 g i QT 20 i
Puis ( 1+_“Z/§> - (—ﬂe@( )) = (vV2)" (%) = 20, mais 140 = 144 — 4 = 12 — 4, d'ou

\/_ 20
(1 +1 3) _ 210671‘% — 910,—i% — 99 (1 — z\/g) .

=

1—1

1+ (1+z’)(\/§—i)7(\/§+1)+,(\/§7
3+ 4 T g

_ \/éei% 1 E

1 s s
Exercice 2.3 On a ) s puis 1 +i=/2e"4 et V/3+1i=2e"6 dou

= =. Par unicité des parties réelles ei imaginaires, — cos 13

z e'1 <l>—\/§+1 etisin<7r>
=T V2 12 4 V2



1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

V3—1

1 d’ot le résultat.

V3-1 (ﬁ—l):%ﬁ

g

27 3+1 2

On en déduit que tan

Exercice 2.4 On a
[ll=14+a—a—-b+b <|l+a|+]|—a—>bl+|bl=|1+al+ |a+b+]

Exercice 2.5 Ona|[l+z>+[1 -z =(142)(14+2)+(1—2)(1-2)=1+2+2+22+1—2—-Z422 =4 car
_ 2
2zZ=z|"=1.

Exercice 2.6 L’erpression n = a® + b® peut aussi s’écrire n = |a +ib|. Ainsi si p=c?+d?, on a

n x p=|a+ib| x |c+id

= |(a+ib) x (c+id)]|
= |(ac — bd) + i (ad + bc)|
= (ac — bd)* + (ad + be)?

Si on veut manipuler uniquement des entiers naturels, on peut éventuellement remplacer ac — bd par bd — ac.
Par exemple

2005 = (2x 20 — 1 x 1) + (2 x 1 +20 x 1)

=397 + 222

mais on G aussi
401 = 12 + 202
d’ot
2005 = (2x1—1x20)%+ (2x20+1 x 1)

= 18% 4+ 417

Exercice 2.7 On met == sous forme polaire. On a == = & = Le’%. Les racines quatriémes de 146_Q sont donc
1—14 1—1i 2 V2 1—1i

1( s Jr2k‘7r>
les z;, = 2¢ \'® " * ) ouk €{0,1,2,3,4}.

o o o o
Pourk =0, on azy = 2€'16, les racines quatriemes de 1 étant 1,1, —1, —i. Les quatre solutions sont 2¢'16, 2ie'16, —2¢'16

et72iei%.
1 Z4+1 141 1
Exercice 2.8 ¢ s = —1 f+ =—i|F =1 s d’otn le résultat.
z—1 z—1 s —1 z—1
S 0 fz+1 0
On peut aussi écrire que z = €Y, alors i 1 = cotan (5)
P
1+1
b — a — PR b
Exercice 2.9 Soit Z = ot alorsZ:a—_,maz's la| =1<=a=— donc Z = 0F0 e b 2D
1+ ab 1+ab a 1+ab 1+i 1+ ab
ab

i.e. Z € R. . .
Autre méthode : On a a = e, b= e alors

atp
a+b el 4 ¢if 2 cos <a—§6> e 2 cos <°‘T_B>
- iagiB atB a
1+ab 1+ete 2 cos (%ﬁ) e cos (_eré)
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 1. LES BASIQUES

La condition 1+ ab # 0 assure que e®t8) £ —1, or

a+p o+
5 755 (7r)<:>cos(7> #0

Oth) oL 1= a+B#7 (21) =

Exercice 2.10 |z|1<ﬁ>§l@<ab_> = 17ab<i> ai_b _1lzab
z 1—ab a—>b 1—ab a—">
& (@—10b) (a—b) = (1 —ab) (1 —ab)
or (E—B)(a—b)za&—a@—bﬁ+b5=|a|2+|b|2—(a5—bﬁ)
(1—ab) (1 —ab) =1—ba — ab+ abba = 1 + |a|* [b* — (ab — ta)
ainsi |z] =1 & [a> + 0> =1+ ]a)? [0 < 1+ |a* o] = |af* — |o* = <|a|271> <|b|271> —0

2 _ _ _
(Li) (ii) a_ b @ b
o) \JalP o) Tl @l Jal ol
of  Jal  Jabf P

<|a—b|>2(ab)(az§)aa_aE—aberB1 ab @b 1

a b
al*>  [bf?
1 ab ab 1

Exercice 2.11

= - 4
lal 0] jabl? jabl? o lab” abl” ol
1z a b a b a b 1 1
Autre prewve : On utilise l’égalité, si z # 0, —. Alors |— ——|=|——-——|=|—S——7|=|-—7|=
! ’ TR R I (R B (PR R ]
la —b|
lal 6]
Exercice 2.12 11 suffit de montrer que |ab + be + ca|® = |a + b+ ¢|* car les nombres sont positifs.
lab+bc+cal®> = (ab+ be+ ca) (ab+ be + ca) = (ab+ be + ca) (@b + bc + ca)
1 1 1
= (ab+bc+ ca) ( b+E+a_)
c a b
= (ab+bc+ ca) ( bc+%+%)
_ (ab+bc+ca)(a+b+c) —(a+b+0) ab+bc ca
abc  abc  abc
a b

= (a+b+c)(@a+b+ ) (a+b+c)(a+b+c)

_ . : _ 1 -1 _ 1
On a fortement utilisé a@ = bb = c¢ = 1 qui se traduit para = —, b= Z tc= .

1 1 1

Autre méthode plus rapide : on a |abe| = |a||b]|c] = 1 donc |ab+bc+ca| = W = ‘— +E +E" mais
la| = 1b] = |¢| =1 donc é =a, % =bet % =¢. Ainsi lab+bc+cal = [a+b+¢|=la+b+d.

Exercice 2.13 Il s’agit de prouver que
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1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

. . _ 1
mais puisque |u| =1, on aw = — donc
U

d’ot le résultat.

Exercice 2.14 On localise z en passant aux modules.

B=z = |P=|7
= [z (2l =1 (lz[+1) =0
= |z|=00ou |z|=1

1
On écarte la solution évidente z =0, ainsi |z| = 1 <= Z = — et l’équation de départ devient
z

=1 z¢c{i,—1,—-i,1}
En résumé l'ensemble des solutions est
S ={0,4,-1,—i,1}

Moralité, ne pas oublier que la conjugaison et le module peuvent donner des informations.
On peut aussi s’inspirer de la méthode de résolution de 2™ = a. Si on pose z = pe'® (avec p # 0 car on écarte la
solution évidente ot z =0) alors

2 =7 = p?e?? = pe T = pPet? =1 = { 10 fg }%)
on termine ensuite facilement.
— — -1
Exercice 2.15 On calcule 22—+ _ TZ"H Fntl ala—1) = —a €iR.
Fn T Al —Zn4+1 — Zn+1 1-a
a
. . 1 ,
Exercice 2.16 Puisque P a pour affize —, on suppose z # 0. On sait que
z
o
= eR
M, N, P alignés < z _0’2 =
22—z z= 0 ouz=1
2l (241 4+ =(E+1)22
& 2 2 & ou
ou z=1
z=1 (car on sait que z #0)
2Z(Z—2)=(2-2)(2+7%) (Z—2)(2Z4+2+%)=0
& ou & ou
z=1 z=1

On obtient donc comme condition, .

z € R* (qui inclus z=1)

M,N,P alzgnesc}{ ou |z|2+(z+5):0

Si on pose z = x+iy avec (x,y) € R2, on a |2]° + (2 +7) = 22+ 132+ 2z = (z +1)° + 92— 1. On en déduit que le liew
cherché est la réunion de l'axe des réels privé de O et du cercle de centre (—1,0), de rayon 1 privé de O.
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 1. LES BASIQUES

2 _
R 1€R <:){ 2Z-1)=22(z-1)

Exercice 2.17 M, A, N sont alignés si et seulement si z—1 1
ouz=1 ouz=
2 - _ 2 =
@{(|z| Z z)(z z2)=0 ®{|z| Z—z=0
ouz=1 ouz €R

En posant z =z +iy |2 —Z—z=a22 492 -2z = (z — 1) + > — 1
Le lieu cherché est la réunion de l'aze Ox et du cercle centré en A(1) de rayon 1.

Exercice 2.18 On a

(z—1)" =1

Ik e {0,...,n—1}, sz':eXp<2ik7r)
Jke{0,....,n—1}, Z—i—i-exp( )
Fke{0,...,n—1}, z=exp (& 2+exp(21k7r2
7.k1'r+7.7r
n—

3k € {0, ..., 1},2 = 2cos (—TZ—_ll> exp (—ﬂ2—2—> =2cos (&% — Z)exp (i (&2 + T))

Ainsi z;, = 2 cos L exp | 4 @+z pour k € {0,...,n — 1}.
n 4 n 4

Exercice 2.19

1117

-1
z-1D"=0+1)" < <§+1> =1 car z = —1 n’est pas solution
z—l 2ikm 2ikm
< 3Jke{0,.,n—1}, =en <3Jke{0,.,n—1},z—1=¢en (2+1)

2ikr 2ikm
& EIk:e{O,..,n—l},z(l—e n )zl—i—e n

2ikm
Avant de diviser (puisqu’on ne divise jamais par zéro et que 1 —e” n =0 si et seulement si k = 0), on élimine le cas
k= 0. En effet il ne peut se présenter, puisqu’il conduit & ’égalité 0 = 2. On a donc

2ikm
n n 1
z-1)"=0=+1)" < er{,..,nfl},,z:%
l—e n ko ikx
< Jke{l,.,n—-1}, z= T = T zcotan(g)
l—en —2isin—e n
n

car — = —1.

km
Les solutions sont les i cotan ( ) pour k € {1,..,n —1}.
n

Remarque : Les solutions sont bien imaginaires pures,ce que l’on peut prévoir, en effet si z est solution de (z — 1)" =
(z+1)", en passant au module, on obtient |z — 1|" = |z + 1|", les réels positifs |z — 1| et |z + 1| ont donc méme
puissances éniémes, donc sont égaur. On a donc |z — 1| = |z +1|. Ceci signifie que le point d’affize z est sur la
médiatrice des points d’affixe 1 et —1. Mais cette médiatrice est ’axe des imaginaires purs.

On an—1 solutions et non pas n solutions. En effet, on cherche les racines du polynéme P (z) = (z — 1)" — (2 +1)"
en développant par le bindome de Newton ce polynome, on a

P(z)= (z"—nz”fl—i—---) - (z”—i—nz"*l +o0) = —2nz" 4
On constate donc que P est de degré n — 1, il admet donc n — 1 racines sur C.

Exercice 2.20 On pose Z = 22, ’équation devient Z2 (3+8i)Z —16+12i = 0. Le discriminant est A = (3 +8i)? —
4(—16 4 12i) = 9. Les racines sont alors Z, = 3¥8=2 = 4i et Z, = 38E3 = 3 4 4.
On résout z2 = 7, = 4i = 4e'3 . Les solutions sont 21 = Vdeld =+/2 + Z\/_ 2 etz =—V2— 2.
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1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

On résout 22 = Zy = 3 + 4i. On cherche les solutions sous la forme z = a + b, avec a et b réels. On obtient alors le
a’?—b =3

systéme 2ab =4 . Ce qui donne z3 =2+1 et z4 = —2 — 1.
a?+b =V +42=5

En définitive, les solutions sont {v/2 +iv/2, —V/2 —iv/2,2 + i, -2 — i}

Exercice 2.21 On doit résoudre ) )
(2> +32-2)" =i* (22> - 32+ 2)

ce qui revient & résoudre

(2 +32-2)+i (222 -32+2) = (1+2))2°+(3-3i)z—2+2i=0
et
(2 +32-2)—i(22°=3242) = (1-2)2°+(B+3i)z2-2-2i=0

Le discriminant de la premiere équation est A = (3 — 3i)* — 4 (1 + 2i) (=2 + 2i) = 24 — 10i. On cherche § = a + ib tel
que 62 = A. On obtient le systeme

a> - =24 a> =25
2ab =-10<0 = v =1
a?+ b =242 +10% = 26 ab <0
—34+3i—5+1 —-3+4+3i+5—7 3
Les racines de la premiére équation sont donc z1 = ﬁ =2 et z9 = ﬁ =:- 52 Puisque
Uéquation de départ est o coefficients réels, les racines sont deux & deux conjuguées. En conclusion les solutions sont
3 1.3 1
21, —2i, — — e
1, —21, 5 52 5 + 5

Exercice 2.22 Soit x € R, cette racine alors x® + 22 + (=1 +3i)z + 44+ 12i =23 + 22 — 2+ 44+ (3z + 12) = 0.
Puisque 23 + 22 —x+44 € R et (3x + 12) € R, z est solution si et seulement si x° 4+ 2% — 2 +44 =0 et (3z + 12) = 0.
On en déduit que x = —4.

On factorise alors par (z+4). On obtient 23 + 22 + (=1 +3i) z + 44 + 12i = (22 =3z + 11+ 3i) (z +4). Il reste
résoudre 22 — 3z + 11 + 3i. Le discriminant est A = 9 — 44 — 12i = —35 — 12i. On cherche § = a + ib tel que 6> = A.

a®> b = -35
On a le systétme {  a® +b> = /352 + 122 =37 , on choisit donc § = 1 — 6i.
2ab = —12 <0

Les deuz autres racine sont alors z = 3EL=00 =2 — 3j et zp = =100 =1 4+ 3;
Les solution sont donc —4,2 — 3i,1 4+ 3i

Exercice 2.23 1. Notons z = ix cette racine, alors z est solution si et seulement si
(w2—3x—10) +z'(—a:3+2a:2+3x—10) =0

Cette condition est équivalente a x*> — 3z — 10 =0 et —23 + 222 + 32 — 10 = 0. On résout la premiére équation,
ce qui donne x = —2 ou x = 5. On vérifie que seul —2 est aussi racine de —x> + 22% + 3z — 10 = 0.
La solution imaginaire de (E) est z = —2i. On factorise alors par (z + 2i) pour obtenir

(z42i) (2 — (1+4i)z—5(1—14)) =0
On résout ensuite (22 — (14 4i) z — 5 (1 — 1)) de discriminant A =5 —12i = (3 — 2i)%.
On trouve alors a = —2i, b=—1+3i et c =2+ 1.

2. On peut placer les points dans le plan, on constate que (ABC) est isocéle rectangle en C. On peut le vérifier car
=lc—b =13, AC =|c—a| =13 et AB = |b—a| = \/_ Ainsi AB? = AC’2 + BC?. On peut aussi

constater que a — ¢ = i (b—c), ce qui signifie que le vecteur CA est ltmage de CB par la rotation vectorielle

CA _la—c _ —°) _ N T
B = b 2] et (CB C’A)arg(b C>arg(z)2).

d’angle arg (1) = = (ca
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

1. LES BASIQUES

Exercice 2.24 1.

G =1e

16|22 =|z+i

z—2‘

On a done |f(2)] =1 si et seulement si M est sur la médiatrice de [A(2), B (—1)].

f(z)e}m:»z*2

eR

+1

ce qui est réalisé si et seulement si les points M, A et B sont alignés (avec M # B). Le lieu de M est la droite

(AB) privée de B.
3.

f(z) €iR<

2—z

—1—z

—

HR@(MXM@)zg (1) et M £ B

Le lieu deM est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

Exercice 2.25 On travaille par double équivalence.

= Par hypothése on a X\ = 1. On veut mprouver que 7 =

7:%. Or

14+ M
1— )i

1+ N
1—Xi

<= Par hypothése on a

i(—i+ )

1+ X
1—Xi

1. On peut écrire cette condition sous la forme

T . Y
= +)\Z_:1 )\Z, car A € R
1—Xi  1+M

i+

‘A” =1 [A—i] = A+

A1

est de module 1, ce qui revient 4 prouver que

Le point M d’affize X est donc équidistant des points A d’affixe i et B d’affixe —i. Il est donc sur la médiatrice de

[A, B] qui est Uaze réel. Conclusion A € R.

Exercice 2.26 Soit M d’affixe z, on note My (z1) l'image de M par r1 et M’ l’image de My par ro. On a alors
= & (z+1) =52 (2+1)

z1+1
2 —=j
d’ou
o

= €

ﬂ
3
2m

173

(21 —J) =37 (21— )

jHi(-1=72(z+1)—j)
j+3i(* =77 (z+1)
j+1—(2+41)

—z+]

On reconnait la rotation d’angle arg (—1) = 7 et de centre Q d’affize % Or, une rotation d’angle 7 est une symétrie

centrale.
Remarque :

Une fois de plus, on peut se servir de sa calculette (avec intelligence)

f?i T Fer Trgv‘[ ruvT FE T FE™
vEngebr‘a Calc|Other|PramId)Clean Upl

-2z +1]-1+ratl(z)

Dok
iz - )+ *rot2iz) Dot
2-im
rot2irobl(zi|i=e =
3

-z - 1/2+?'i

MAIN

ERD AUTO FUNC =/30
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1. LES BASIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

n

La barre | se lit "sachant que ", c’est une instruction bien utile.

Exercice 2.27

1. On note a,b,c,d,a’ - les affizes des points.

On a
, _a+b , b+c , c+d , d+a
R B B
_— —
1l suffit de prouver que A'D' = B'C’ i.e.
d+a a+b , , , ., c+d b+tc
5 5 =d —ad =c—-b= 5 > B

Ce qui est clair.

Le point D est le milieu de [B, F| et E le milieu de [A, M]
donc (EGDF) est le parallélogramme de Varigon du quadri-

latére (AM PB) . 1l suffit donc de prouver que GE se déduit
RN 7
de GD par une rotation d’angle 3 Ce qui, en complexe se

traduit (avec des notations évidentes pour les affizes)

e—g=i(d—g)

b
On a tmmédiatement g = i. 1l reste a calculer les af-

fizes p et m pour en déduire e et d. Le point P se déduit de

B par la rotation de centre C' et d’angle T done D

p—c=1i(b—rc)
Q
De méme

m—c=—i(a—c) (rotation de centre C et d’angle — g)

enfin

a+m (1—i)a+(14+1i)c
2 2

b+p (1+49)b+(1—id)c
2 2

(& =

d =

et

(I+i)b+(1—i)c a+b db—a+(1-i)c
2 2 2

(I-ia+(1+i)e a+bdb_ —ia—b+(1+i)c

2 2 2

Exercice 2.28 On note a,b,c,d,a’,--- les affizes des différents points.

-22/64-

=i(d—g)
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CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 1. LES BASIQUES

Le point A est limage de B par la rotation de centre A’
T .
et d’angle 3" On en déduit que

a—a =i(b—a) (2.1) A
De méme
b—b = i(c—V) (2.2)
c—c = i(d-¢) (2.3)
d—d = i(a—d) 2.4)

C

Compte tenu du résultat demandé, il faut faire apparaitre ¢ —a' (et d' —b'). Pour cela on fait les opérations suivantes
(1) = (3) et (2) — (4) ce qui donne
a—c+dcd —d = i(b—d+d —d)
b—d+d -V = i(c—a+d —V)
ou plus simplement
1-i)(d—d) = i(b—d)+(c—a)
1—-i)(d-bV) = (d=b)+i(c—a)
i (b—d) +i(c—a)

Ceci prouve que
(d—-bv)=i(d —a)

D d-V =
On en déduit que |[d' —b'|=B'D’' =|d —d| = A'C’ et que (A'C",B’D') =arg o— =3
d —a
Exercice 2.29 On résout Z? = —T + 24i sous forme algébrique (on a posé Z = z?). On cherche Z sous la forme

7Z = a+1ib. On obteint alors le systéme

a4+ b2 =1/49+ (24)> =25 équation aux modules
a?—bv =7
2ab =24>0

On en déduit que Z =3 + 43 ou Z = —3 — 4i. On résout ensuite 22 = 3 + 43 en posant z = a + i3, on a

a2+ 8% =16+9=5 équation auz modules

a?—-p3% =3
2ab =4>0
ce qui donne z = 2+1i ou z = —2—1i. Pour finir, il faut résoudre z*> = —3 —4i = % (3 + 4i) , qui admet comme solution

i(2414)=—-142i et —i(2+14) =1—2i. En conclusion, les solutions sont {£ (1 —2i), =(2+1i)}.
Exercice 2.30 z =0 n’est pas solution, on a donc

n

(z—0)" =z

z 2ikm

%k e{0,---,n—1}, ;Z:e X
Ik ef0, - n—1}, z—i=e""z

HkE{O,---,n—l},z(l—ezir]fﬂ):z'

rret
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Pour k=0, on obtient 0 =1, le cas k = 0 ne se présente donc pas. On a donc
i

(1 _ em‘h)

7

(z—9)"=2" < Jke{l,--,n—-1}, z=

— Jke{l,--,n—-1}, z=
ik

.. km
2¢sin —e ™ n

ik
a 1 k ;
— Jke{l,---,n-1}, z= e.lmzicotan(%>+%
2sin —
n

1
Les solutions (au nombre de n — 1, pourquoi ?) sont toutes de partie imaginaire égale a 3 (ce qui me nous surprend

pas car si (z —1)" = 2" alors |z —i|" = |2|" <= |z —i| = |2| i.e le point d’affive 2 est & égale distance de O et de A

d’affize 7).

Exercice 2.31 On sait que a = é, b= % etc= % donc
(c=b)(1+ab) (c—0) (1 +7ab)
b(1+ac) B b(1+ac)

b— ab+1
_ _bc ab
ac+1
abc
_(c=Db)(1+ab)
b(1+ ac)
Autre méthode, on pose a = €', b=e"P, ¢ =€ alors
(c=b)(1+ab) (7 =€) (1+eHD)
b(1+ ac) B e’ (1 + eila+)
2i sin <7—;B> i3 x 2 cos (%) ei*3?

= 11X

+
cos (57)
2 sin (j—gé) cos (%‘Q)
= 11X ciR
+
cos (%57)
b+c
Exercice 2.32 L’affize o’ de A’ est + puisque A’ est le milieu de [B,C], de méme les affizes de B’ et C' sont
b
respectivement ate et a; . Si P est le symétrique de M par rapport & A', alors A" est le miliew de [M, P], ainsi
, pt+z b+tec ; N . .
v="=— = p = b+c—z. De la méme maniére (symétrie des roles), on a ¢ = c+a—z etr = a+b—z. Enfin

a+p a+b+c—z b+q a+b+c—2z :
= = e

, mais Uaffize du milieu de [B, Q)] est 5
c’est aussi Uaffizve su milieu de [C, R]! Cela prouve que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes.

le miliew de [A, P] a pour affize
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1 b 1
L’application M —— N se traduit en complexe par z — f§z+u. 1l s’agit donc d’une homothétie de rapport ——
1 b b
de centre le point d’affixe w tel que w = —=w + %, soit w = %. On reconnait Uaffize de l’isobarycentre
de (ABC) qui est donc le centre de ’homothétie.
Exercice 2.33 On a
n
(z=1)" = 2" ( : 1> =1 car z =1 n’est pas solution (si l'on remplace z par 1, on obtient 0 =1)
. —
2ikm
e Jke{0,---n-1}, Ll —e n
. —
2ikm
— Jke{0,---n—-1} , (z—1)e n ==z
2ikm 2ikm

— Jke{0,---n—-1} ,z|len —1]=e n

2ikm 2ikm
Avant de diviser par e m  — 1, on détermine quand ce terme est nul. Pour k € {0,---n—1}, e n —1=0 si et
2ikm 2ikm
seulement si k =0. Mais sik =0, alorsz|e n —1| =e n  s'écrit0=1 qui est faux. Ainsi lindice k =0 est a
exclure, et donc
. ikm 2ikm
z-1D" = zt<e3dke {,-'~n71}, 2izsin—e n =e 7
n
ikm
n 1 k j
— Jke{l,---n-1}, z=—ie % =—i <§Cotan<%) +%)
2sin —
n
1 1 km
— dJke{l,---n—-1}, 2= —§cotan<7>

1 k
Les solutions sont donc les 5~ %cotan (—W) pour k € {1,---n —1}. Les points d’affizes les solutions sont tous sur
n
, o 1 4 km 1 )
une droite paralléles a l'axe Oy, car Re 573 cotan [ — =3 ne dépend pas de n.
n

Pour n =2, on a une seule solution z =

2
Pour n =3, on a deux solutions z *lficotan(z>*lfi et z *lficotan 2— *E+L
o T2 3) 2 93 T2 2 3) 2" 23
Pour n = 4, on a troi lution 171 tn<z>*1 1 *lfi tr12—7r *lt 17
our n = 4, on a trois solutions z 5 2coa 1 5 22,22 5 2coa 1 —262’3—2
icotan 3—7T —l—i—li
2 4) 2 2
Exercice 2.34 On a
(z+1i)"=2" <= ijzemvlf” car z = 0 n’est pas solution
e Jkef0,---n—1}, Z?:emff”
= HkE{O,---n—l},z(l—emf”):z
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2ikm

Le cas k = 0 ne peut se présenter car il conduit ¢ 0 = ¢ qui est fauzx, et 1 — e » est nul si et seulement si k est

multiple de n, ainsi

(z+i)"=2" < 3k€{,~~n71},z:—

1—en
’Le_ ik e_ ik ’L
— dke{l,---n—-1}, z= = __ — cotan kT — =
{ } —2i8in k—f sin k—rf 2
L’ensemble des solutions est donc _
S:{cotan——%,k: , n—l}
Exercice 2.35 1. Le discriminant est A = (2% cos (0))* — 222 = 92 (cos? @ —1) = =22 sin? @ = (2% sina)?, les

solutions sont donc z; = 2% cos (o) + 2% sin @ = 2% = et 29 = 2% cos (a) — 2%isin o = 2%~
normal, puisque l'équation est & coefficient réels).

=71 (ce qui est

. Puisque z1 et zo sont conjugués, on a OA = OB, il suffit donc d’avoir OA%? = AB? +— |z1|2 = |zg — z1|2 =

220 — 92042  gin? o <= sin’ o = 1 = sina = £=

2

T T
Ce qui donne o = :I:E (7). Les valeurs de o qui conviennent sont donc, 5

Exercice 2.36 Soit w un compleze fixé.

1. OnaA=2+iw)? —4(iw+2—w)=— (W —dw+4) = —(w— 2)? = [i (w — 2)]%. Les solutions sont donc

—2 —iw+iw — 2t
2
-2 —iw—iw+ 2
5 =

——1—i

21

2o —w—14+1

2. Les trois points sont alignés si et seulement si

(—iw—1+1)— (-1 —1)
w—(—=1-1)

cERouw=-1-—1

ce qui s’écrit

(—zw—l—i—z)—(.—l—z): (—zw—l—z)—(l—l—z) ot = —1— i
wa(flfz)_ w—(—1-1)
— iw_ = ouw=—1—1
w+14+1 w+1—1
= (w—-2)(@W+1-9)+(w+1+49)(@—-2)=0 ovw=-1—14
= 2ww— (wH+w)—i(w—w)—4=0 ouw=—-1—1
= 2(w2+y2)—2x—ix2iy—4:0 ouw=—-1—1
= 2?’+y’-z+y—-2=0 ouw=—-1—1
siw =z + iy avec (x,y) € R2. On remarque que si x = —1, y = —1 alors 2> + y*> —x +y — 2 =0, on peut donc

enlever la seconde condition.
On obtient donc I’équation du lieu de M, & savoir

1?2 1\ 5
2 2 _ — _ - - _ Y
T +y r+y—2 (a: 2) +(y+2> 5

1 1
Le lieu de M est donc le cercle de centre €2 <§, 5) et de rayon \[g

26,64~
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Exercice 2.37 On a

la+b* = (a+b)(a+b)=(a+b)(a+Dh)
= aa-+ab+ab+bb
= 1+ab+ (ab) +1
= 2+2Re(ab) =
Donc
Re (ag) ==
Or
la—b]*> = aa—ab—ab+bb
= 2—2Re(ab) =
- 3 3
Un exemple de complexes est donné par a = e's = g + % etb=a= g — %
Exercice 2.38 Si |z| # 1, on a z # 1, ainsi
1—2"
172—1—1—2—1—2 + 23+ Zz
en passant au module, avec l'inégalité triangulaire généralisée, il vient
1_ n—1 n—1 |n
1—5 Z z Z |z|
k=0 k=
1 n n n 2
E ice 2.39 O — =7 ainsi z = . = , tl dule d’ l 6 d
xercice n a o Zk ainsi z <§ zk> (Zl zk> ;zk est le module d’un complexe au carré donc

est bien un réel au carré. De plus l'inégalité triangulaire nous donne

n
< Z |2k] = 7
k=1

2 n 2
= (Zl%l) =n’
k=1

Exercice 2.40 Si z = pe® alors 2% = pe*? ainsi Re (2%) = p? cos 20 = p* (2cos>0 — 1) = 2Re (2)° — |z[*.

k

soit en élevant au carré
n

S

k=1

Exercice 2.41 Sous forme algébrique, on cherche z = a +ib avec (a,b) € R? tel que 2> = 1+41i. On obtient

a? - =1
a® 4+ b* = V2 (équation auz modules)
2ab=1>0
d'ot 26?2 =2 +1 et 20 = /2 — 1. Puisque a et b sont de méme signe, on obtient les deux racines deuziemes

\/\/_+1 \/\/5—1 t_\/\/i+1_i\/\/§—1
2 2
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Sous forme polaire, 1 +1i = V2et% ainsi les racines deuziemes sont vV V2ei% = V V2 (cos% + 4 sin %) et —/ V2% .

Puisque cos§ >0 et sing >0, on a

\/\/ﬁ;l +i\/\/§21 :M<Cos%+isin%>

N SO [2+ 2
8 22 4
Sinz = 27\/5
8 4

T 2—\/§
tan— = —:\/5—1
8 2++2

d’ot

Exercice 2.42 On pose z = a + ib alors
422 + 82| =3 = 0 <= 12a® 4 46> — 3+ 8iab =0
Par unicité des parties réelles et imaginaires, on a

1202 + 40> =3 =0 — 1202 + 40> -3 =0
8ab =10 a=0o0ub=0

Ce qui donne

1 1 i3 i3
2= 0UZ=—= 0UZ=— 0UZ=———0
2 2 2 2
Exercice 2.43 Soient o, 3,7, q et r les affixes des points A, B,C,Q et R, on a
_ oty etr = —OH_ﬁ
2 2

La condition (BP) L (CR), s’écrit

LR I (I) o (- @B + D= ) =0

soit

(a+B—-27)(@+7—-28)+@+8—-29) (a+v—28) =0
qui en développant donne

200+ oy +ay — af —af +5yB + 578 — 468 — 4y7 = 0
La condition b? + ¢ = 5a2 s’écrit |a — > 4 |a — B> = 5|8 — 4> = 0 soit

(a=7)(a=7)+(a=B)(a=B)=5B-7)(B-7)=0
ou encore

(@=m@-F)+(@-p)@-p5)-5B-7(B-7) =0
en développant, on obtient exactement la méme condition.

1\* 1
Exercice 2.44 Onaz(l—z):z—22:—<z—§> —I—Z.Ainsi, siz€ D, ona

ce qui prowve que f(z) € D.
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2 Les techniques

Exercice 2.45 On a

(la +b] +|a = b])”

la+ 0% + |a — b* +2]a? — b?|
(a+b)(a+b)+(afb)(afb)+2|a27b2}
= laf +ab+ab+[b)* +a|* — ab—ab+ B> + 2 |a® — b7

Ainsi
(la+b+]a—0b)> = (la] + p])> = 2|a®—b?| +|a|* + [b]> — 2|a] |b]
= 2|a® = b?| + (|a] — [b])* > 0

Puisque |a +b| + |a — b| et |a| + |b] sont positifs, ils sont rangés dans le méme ordre que leur carrés.
De plus il y a égalité si et seulement si a®> = b? (i.e. a = +b).
Remarque : on peut aussi écrire que avec |z + 2'| < |z| + |2'|, en utilisant z = a+ b et 2/ = a — b, on obtient

2la| < |a+ b+ |a— b

puis avec z=a+bet 2z =b—a
206 <la-+0b|+|a—0

en sommant, il vient le résultat. L’étude du cas d’égalité est alors moins rapide.....

z—abz —a-+b z+abz—a+b ZTHabz—a+b

Exercice 2.46 Posons 7 = ———————— alors Z + 7 = + —— puisque a et b sont de
a—b a—b a—b
1 - - bZ—a+b Z+Lz-144
modulel,onaﬁz—etb:%.Az‘nsiZ+Z:Z+az ba+ + S
a a— 4 4
a b

z+abz—a+b abz+z—-b+a
= + = -2
a—>b b—a

Exercice 2.47 Posons a = arg (a), alors 2" = a <= 3k € {0,..,n— 1}, z =z, = ei(m+5E)

Doul+z,=1+ ei(%+%T7r) = 2c0s (% + k:_nfr) e’(%""%r) et (1 + Zk)n = 2" cos™ (% + I%r) ei(%—i_kﬂ)
= (—1)k 2" cos™ (£ + %) (%),
On en déduit que arg (zx) = 5 (m), les My sont alignés avec le point O sur la droite qui fait un angle de § avec Oy.

12
Exercice 2.48 Soit z € C, on définit z' = —— % lorsque z # 2i. On note M, M’ , A, B les points d’affize z,2',2i,1
z—21

respectivement.

d’ot AM x BM' = 2.

1. Ona AM =|z—2i|, BM' = | —i| =

- |z — 2i]

Ensuite, MeC’(A,R)<:>AM:R<:>BM’:]—2%:»M’eC(B,%)

Le point M’ décrit un cercle centré en B de rayon ik

2. On a (7,@) + (7,BM’) = Arg(z —2i) + Arg (2’ —1i) (27w) . Mais 2/ —i = ZZ_ZQZ' —i= % d’ou

Arg (2 —i) = Arg (=2) — Arg(z — 2t) =7 — Arg (z — 2i). Ainsi (T,M) + (7, BM’) =.

— —

. . . . N s - S35
Ensuite, M décrit une droite passant par A si et seulement si ( 1 ,AM) est constant. Dans ce cas ( i 7BM’)

est constant et ainsi M’ décrit une droite passant par B.

Exercice 2.49 1. M, P et @ alignés.< ;2:2 ERouz’?=z+=2+1cRouz=00uz=1<=2¢cR.
Le lieu cherché est l'axe O,
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3 — .2 _ _ _ _
| 2| = |22 — 4 @{vuz e+ =lallz=1]

|22 — 2| = |23 — 22| 2z = 1] = |2* ]z - 1]
traite & part les cas z =0 ou z =1 (les trois points son confondus), on peut alors supposer z # 0 et z # 1.

1|=1
On obtient alors |2 +1]
|z =1

trigonométrique. La seule possibilité est z = j ou z = j.

2. M,P et Q forment un triangle équilatéral <= {

. Le point M est donc sur le cercle centré en A(—1) et de rayon 1 et sur le cercle

Exercice 2.50 Awvant tout un peu de réflexion. L’hypothése donnée permet de localiser géométriquement le point M
d’affize z. La conclusion demandé est du méme type sur le point d’affize 2. Si on passe au carré, le module est élevé
au carré et l'argument est doublé. On va donc s’intéresser a argument, en espérant pouwvoir encadrer celui de z, et en
déduire ou est M’ d’affixe 2.

Soit Q d’affive —1, M et M' d’affive z et 2% respectivement. Par hypothése M est dans le disque ouvert D (en rouge sur

le schéma), de centre Q et de rayon > Ayant ainsi localisé z, on encadre son argument. Si on considére les tangentes

— QK 1
a D issues de lorigine O, elles coupent D en K et K'. L’angle KOS) est égal a % (son sinus est 00 = 5) On en
déduit que ’argument de z est compris entre m — % et ™+ % (a 2m pres). Puisque arg 22 = 2argz (27), on a

m 2
ggargz <

wl=x

Le point M’ est donc dans le secteur angulaire S (en vert sur le schéma). 1l est donc a Uextérieur du disque D’ (de
bord bleu) de centre Q et de rayon 1. Ceci se traduit par

M’ = |22 +1] > 1

v

Exercice 2.51 On peut envisager une approche géométrique comme dans l’exercice précédent. Les hypothéses per-
mettent de localiser M d’affize z. La condition |z + 1| < 1 signifie que M est o lintérieur du disque centré en )
d’affize —1 et de rayon 1 (en rouge). La condition |z| = 1 signifie que M est sur le cercle centré en O et de rayon 1
(en bleu). Le point M est donc sur Uarc de cercle jaune, Uargument (dont on prend la valeur dans [0,27]) de z vérifie
alors

fz<ar z < +E
T 3 g ™ 3

*30/64* GEry HUVENT - EPSILON MATHS -(C) 2009



CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES 2. LES TECHNIQUES

v

On en déduit que
2m 9 _2m
—?+27r<argz <?+27r

Le point N d’affize 2% est donc sur arc bleu, il est a Uextérieur du disque rouge, cela se traduit par

|2 +1] >1

[}

. 0 ;0
Remarque : On peut aussi poser que z = €'’ alors |1 + z| = |2 cos 56’2 =2

0
cos 3 ‘ Ainsi

|1-|—z|<1<:>—l <cos€ <1
2 2 2
ceci permet d’en déduire ot se trouve 0. Puis on termine ['exercice en utilisant |1 + 22| = 2]cosb)|.
Remarque 2 : On peut également procéder ainsi. Par hypothése, |1 + z|2 =14(z4+2)+2z2=24+(2+2)<1. On
en déduit que (z+%) < —1. Do (:+%)> = 22 + 222+ 722 > 1 <= (22 +72) > —1. Mais |1 +22]2 =2+ (22 +72%)
ce qui prouve que |1 + 22| > 1.

Pour finir , si on pose z = 2 (v#0 car|v]| >1), onalz| = % = 1. D’aprés ce que l'on vient de voir, ou bien
v v
1+ 2] >1, ou bien |1+ 2| < 1 et alors |1+ 22| > 1.
On a donc )
‘1+g‘210u 1—|—u—2 >1
v v

ce qui donne
lutol > o] >1 ou |[u* +0*| > ] >1

De plus il y a égalité dans la premiére égalité si — = X3 et |u| =1 (= |v|), dans ce cas on a aussi |u? +v?| = 1.
v

Exercice 2.52 Le quadrilatére (ABCD) est un carré.

Solution géométrique : On a a — b = d — ¢ donc HA—B)H = HC’—D)H et a —d = b— c donc HA—D>H = HB—C>’H ainsi
(ABCD) est un parallélogramme. De plus a — ¢ = i(d — b) donc HA—C>’H = HB—D>H les diagonales sont donc égales, et

(A_C), ﬁ) =% (m) il s’agit d’un losange. Or un losange dont les diagonales sont égales est un carré .

Solution analytique : Soit z = 4k¢ = b — axbietd pygobarycentre de ABCD. On a (2 —a)* = (5;2“)4, (z—0o)t=
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a—cr 4 4 ! . .
(259)", (= b)* = (552)°, (2 —d)* = (554)". Mais (c—a)* = (i(b—d))* = (b—d)*.
Sionposea=z—a, B=2z—b,y=z—cetd=z—d, a,B,,0 sont les racines de Z* = o, elles forment un carré.
On a prouvé lexistence de z dans la solution analytique.

Exercice 2.53 Soit x une solution réelle alors x3 + ax — 1 — 3i(z +1) = 0. Puisque 2> —ar —1 € R etz +1 € R,
on alm (2® —ax —1-3i(zx+1)) = =3 (x+1) =0 < x = —1. Si on remplace z par —1, on obtient a = —2.
On factorise ensuite 1® —2x — 1 —3i (v +1) = (x + 1) (2 —x — (3i + 1)). Le discriminant est A =144 (3i + 1) =

2 _ g2 _

5+ 12i. On cherche une racine deuzieme sous la forme § = o+ if8. De 6% = A, on déduit que { QC;B 7’612 >50 .

L’¢quation aux modules donne |5|2 = a2+ 3% =562+ 122 = 13. En combinant, on a o® = 9, % = 4. Une racine
146 —

deuzieéme de A est § = 3 + 2i. Les autres solutions de (F) sont alors z; = o 24 et =—-1—1.

Exercice 2.54 Soit s = rc orgora, dans s le point B joue un réole particulier (il est au miliew). On peut placer

Uorigine du plan en B, ainsi Uaffivze de B est égale a 0. On peut également supposer que laffize de c est égale &

1 (ce qui revient a prendre BC comme unité de longueur). Soit M d’affive z, on note z1,z9 et z3 les affizes de
LT

My =ra (M), My =rg (M) et M3 =rc (Ms). On sait alors que si u=e'3

72 = a+u(z—a)
zZ9 = uz
zz3 = l4u(zn—1)

d’ot

3 = l+u(ua+u’®(z—a)—1)
= Wdr—vlat+viat+1—u
—z+ (1+u*)a+(1—u)

—z4+ua+ (1 —u)
car ub = —1, u? = j donc 1 +u? = —j2 = u. La transformation s est donc une symétrie centrale, le point five (qui

est le centre) est

2423  ua+(1—u)
2 2

(que s soit un symétrie centrale n’a rien de surprenant quand on sait ce que donne la composée de deux rotations)
S est le milieu de B, 1] équivaut

1 1
o = Z(z)ua—l—(l—u):a
1 3 /3 1 1,z
= _ — = - —_— = = —_ 3
= a=log =yt Tyl

1
Le point A est donc sur le cercle centré en I et de rayon 5 ce cercle est le cercle de diamétre [A, B], Uangle au sommet

A du triangle (ABC) est égal o g . De plus Iﬁ = g et IC = IA, le triangle AIC est équilatéral et 'angle au
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sommet C' du triangle (ABC) est égal g

M,

—
—_— —

Exercice 2.55 Le triangle (ABC) est équilatéral si et seulement si AB = AC et (A ,AC) = :I:g (2m). Ceci se

traduit par |b — a| = |c — a] et arg <Z_Z) = :I:g (27). On a donc

c—a s c—a  _;x
—e'3 —e Z3>O

(ABQ) est équilatéral < Z* a_  tig

b—a b—a
S ((c—a)+52(b—0a))((c—a)+j(b—a)=0
& (c+ 7%+ ja) (c+ jb+ j%a) =0
S a?+ b2 +c?=ab+ac+be

Remarque : On peut également dire que (ABC) est éqylatéml direct si et seulement si C est l'image de B par la
rotation de centre A et d’angle %, ce qui donne ¢ —a = €'5 (b—a) = —j* (b — a) = ¢ = —ja — j?b immédiatement.

Exercice 2.56 1. Le fait que O soit le centre du cercle circonscrit a (ABC) permet d’affirmer que |a| = |b| =
2 2

L
- R
R ot R est le rayon de cercle. En particulier, on a |a|2 =aa = R? donca=—. De méme b= — etc= o
a
Posons h = a + b+ ¢, il faut prouver que le point H d’affize h est bien lorthocentre de (ABC). Par symétrie

des roles, il suffit de prouver que (AH) L (BC) i.e. que };:Z € iR. Ceci est facile car

h—a B b+c 75+E
b—c)  \b-c) b-z

R? R?
R b+c
T R R b—c

b c
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2. La suite est un peu plus difficile. On sait que l’othocentre de (ABC) a pour affize a + b+ c.

R

1
Les points K et L sont les images de A et C par I’homothétie de centre B et de rapport 5 Si Q est lorthocentre

1 1 1
de (BKL) et q sont affize, onaB.Q):§l?ﬁ d’oﬂquzﬁ(hfb):—(a+c)<:>q:b+a—+c. De méme

2 2
les affizes de P,R et S (cf. figure) sontp:a—l—b%l, r:c—i—b—i_Td ets:d—l—a—;_c,
a+c ( b—i—d) b—a c—d
—la+ —

On peut maintenant conclure, 'affixe de P.Cj estq—p ="b+ 2 5 + 5 donc

— 1l /— — — l/— —=— . .
PQ = 3 <AB — CD). De méme SR = 5 <AB — CD) (calculer  — s ou faire une double permutation des

variables).

b d
L’isobarycentre G de (ABC D) a pour affize %, et celui de (PQRS) , noté J a pour affize i Z e

w, Le point G est donc le milieu de [O, J].

Pour les aires, quitte & renommer les points, on peut supposer que (ABCD) est direct (i.e. on passe par A, B,C
et D en parcourant le cercle dans le sens direct). Dans ce cas, Uaire de (ABCD) est égale

Al = %Det (E,fl—d) + % Det (A—C>’, A—D>> = %Det <E,A—C>’> + % Det (ﬂ,ﬁ) = %Det <D—]>3,A—C>’>

L’aire de (PQRS) est Ay = Det <Z€S>’,]?Q> On sait que RS = % (C’—D> — E) , un calcul simple (celui de ¢ —1)
d
RG =1 (CB-4B) = ((GA+3B) - (a0 + CP)) = T4 - FS
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—_— = — —_— —
D’ozZ.AQ:Det( S,CA S):Det( S, A)
0
| W= }(E9-78) -} (69~ 75 - D9) - (6B~ i - ) - £ (63 77)
Ainsi

A = Det (FS,CA) = Det (5 (G4 - DB) .CA) = 5 et (~DB. TA) = 5 et (DB.AC) = 4,

Remarque 1 : Le quadrilatére (K LM N) est aussi un parallélogramme (dit de Varignon de (ABCD), cf. exercice
2.27) dont Uaire est égale & la moitié de celle de (ABCD).

Remarque 2 : Je ne résiste pas au plaisir de signaler les résultats suivants : les cercles circonscrits aux triangles
(KPN), (LQK), (MRL) et (MSN) sont concourants en J, centre de (PQRS) (Le point J est le centre d’Euler
ou anticentre de (ABCD)).

R

Le centre du cercle circonscrit o (KPN) est le centre du cercle d’Euler de (ABD), i.e. le milieu de [A, H4|
ot Hy est Dorthocentre de (ABD), les centres des quatre cercles sont les sommets d’un quadrilatére homothé-

b d
tiqgue de (ABCD) par U’homothétie de centre Q d’affize % . Le point Q) est aligné avec O,G et J

sur la droite d’Euler du quadrilatére (ABCD) et les points O,Q,G et J forment une division harmonique (i.e.
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w 0
Enfin les 6 perpendiculaires a un coté du quadrilatére ABC D passant par le milieu du coté opposé sont concou-
rantes en E (par exemple la droite (M J) est perpendiculaire a (AB)).

Exercice 2.57 Attention, il est bien précisé que u et v sont des complexes, on a donc aucune raison d’avoir |z|” =
u? +v2 ! En revanche, on a

2 — . — . — —

2] =22 = (u+ ) (u+iv) = (u+ ) (T— D)

De plus, la factorisation suivante est toujours vraie

u? +v? = (u+iv) (u —iv)

Ainsi
122 = w4 0® = (u+iv) (T—i0) — (u+w) (u—iv) =0
— (u+i) (T —u—1i0+v)
u+1w =0
— ou

u—u=1i(v—"7)
Ce qui donne

z = 0
ou

tIm(u) = —Im(v)

Siz # 0, on a donc égalité entre un réel et un imaginaire pur, ils sont donc tous les deux nuls. En conclusion, une
CNS est z =0 ou que u et v soient réels!

Exercice 2.58 On écrit que

(22+1)”(zz')2”<:><22+1> =1

(z — i)

mais comme on ne divise pas par 0, on se pose alors la question de savoir si z =1 est solution.On remplace donc par
z =i, et surprise, z =i est solution. On écrit alors que 2> +1 = (2 — i) (2 + 1), I’équation devient

=0)"[z+1)"—(2-9)"] =0 ou

On a alors
z4+i\"
(z+0)" = (2—19)" = ( > =1 car z =i n'est pas solution
z—1
) 2ikm
— 3Jke{0,--,n—11, z—i—z.:e k
z—1
2ikm 2ikw
— Jke{0,---,n—-1}, z(l—en |=—i(l4en
Puisque e n =1 si et seulement si k est un mutiple de n, le cas k = 0 ne se présente pas, on a donc
; km ikm
2ikm
2cos—e n
. . 14+en ) km
(Z+Z)7L_(Z—Z)n<:>5|k3€{7"'7n—1}7 z:—zw:—z%:cotan<7>
l—en —2isin—e n
n
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Les solutions de [’équation sont donc
k
i et les cotan (—ﬂ-> pour k € {1,--- ,n—1}
n
La racine i est mutiple d’ordre n.

Exercice 2.59 Notons z1, 22 et z3 les racines troisiémes de z telles que M My MsMs soit un parallélogramme. On a
alors z + 2o = 21 + 23. On sait également que z1 + 2o + 23 = 0 (car zo = jz1 et z3 = j221), et puisque z3 = z, il vient

Z§+2’2 :722:>z§+222:0
Ainsi zo = 0 (le parallélogramme est réduit ¢ un point) ou zo = gin/2 ot € = 1. Dans ce cas z = —2ei\/2, 21 = jzo et
23 = j229. On a bien
2420 = —29
ntz = (j+77)n=-=

3
Rappel : Si a est une racine troisieme de z # 0, alors z = a®, donc Uéquation Z° = a® équivaut a (— =1, qui
a
Z . ) . . . N . . )
donne — =1 ou j ou j=°. Ainsi les deux autres racines troisiémes sont bien ja et j*a.
a

Exercice 2.60 Comme indiqué on remarque que les triangles APC' et CPB sont images par une similitude directe.

Bol N

c® A

On place lorigine du plan compleze en C| les lettres minuscules désignent les affizes. Soit s la similitude qui transforme
APC en CPB, alors s a pour écriture complexe s (z) = az+ 3. On a donc

s(a)=0, s(p)=pets(0)=0

soit
b
aa+ =0 a=—
wptf=p =1 ,_ ab
B=b a+b
p=b
. 1 a p+b b2a+b . .
6 =3 =— =5 s’ ¢
On en déduit m Sath etn 5 5 ath 1 s’agit de vérifier que
T %cir
n

b
sachant que — est un imaginaire pur (car 'angle en C' est droit). Or
a

m—-a _ a
n b

En réalité, on a montré non seulement que l’angle est droit, mais en plus que
AM  AC
CN BC
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Exercice 2.61 On a - _
la—ab|” = (a—ab) (@—ab) = |a]* + |af* b]* — 2 Re (@ab)
Ainsi

la— ab|” + |c - ad|* = |a* + |c]* + | (|b|2 + |d|2) — 2Re (@ (ab + cd)) > 0

On en déduit que
2Re (@ (ab + ed)) < |af* + |l + o (Ibf* + |a*)

1
Avec o = T on obtient
1 1
5 Re((ab+ed)) < faf’ + [ef* + & (16 + |df)
ce qui donne le Tésultat en multipliant le tout par 4.
En fait avec x € [0,+00[, on obtient,
A =B
2z 2
oA = (|a|2 + |c|2) et B = (|b|2 + |d|2)

Re(ab+cd) <

A B [A
La fonction f (z) = — + % admet un minimum en & = 5 ainsi
x

Re (ab+ cd) < \/(|a|2 + |c|2> (|b|2 + |d|2>

Exercice 2.62
1. Ona A = (y2 — 1)2 — (y4 — 6y% + 1) = 4y?, les racines sont donc —y? + 1+ 2y.
2. On en déduit que P (X) = (X + 42 4+ 2y — 1) (X +y* —2y — 1) (car le coefficient dominant vaut 1).

3. Puisqu’un module est positif,
1]? 1 1
z+ - 2<:><z+—)<3+:)40
z z Z

1
z+—'2<:>
4

soit )
(22)° +22 422 +1— 42z

- =0 |o[* +Re (2?) 4|z +1=0
2z

Avec z = x + 1y, on obtient
(:c2+y2)2 +2(2*—y?) -4 (2*+9*)+1=0
soit en développant
P(z%)=0

4. On a donc

= 2= 2P+ +2—-1)(2*+y*—2y—1)=0

24+9y2+2y—1=0
= ou

224+’ —2y—1=0

224 (y+1)°> =2
= ou

22+ (y—1)° =2

Ainsi l’ensemble cherché est la réunion de deux cercles, le premier centré en A de coordonnées (—1,0), le second
centré en B de coordonnées (1,0) et tous deuz de rayon V2. Ces deux cercles se coupent auz points de coordonnées
(1,0) et (—1,0).
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Exercice 2.63

1
1. Puisque u est de module 1, on auw = — donc
U

_ 11 1
S = 4w +ut ==+ =5+
u u u
w4l
=

1
Mais, u est une racine septiéme de lunité donc u” =1 <= v x u* =1 <= u® = — d'ot
u
S = (u3+u2+1) xu® =ud +u® +ul
On en déduit que

S+S = wu+uP+ut+ud+u® + 48

u+u2+u3+u4+u5+u6
P ¢
= ul ¢ car u # 1
—u

= —lecaru =1
et

SS = (utv’+ut) (v +u° +uf)

= w4 uS+u" + o’ +u” U "+ et
w1+l +Hl+u+u" xu+1+u" xu2+u" xu
3+utu+ud+ut +u’ b
2

s = )<t () o (8) s (%)

= S.in2—7r—i—sin4—ﬂ-—i—sin8—7T
N 7 7 7
.
= sin - sin - sm7

3

On a

2w

2 2 4 4
<7 , 0naO§sinI <sin =L done Sin%r—sing >0, de plussin%r >0 0(17’77T € [0, ]

<
- 7

Y]

Puisque 0 <

~

donc
ImS >0

2. On a montré que S+S = —1 et que SS = 2, les nombres S et S sont donc solutions de I'équation X>—(—1) X+2 =

1 1 1 1
0 dont les racines sont —3 + éiﬁet -5~ 51\/7 On sait de plus que Im .S > 0, on en déduit que
1 1.
S=-5+ §zﬁ

et ainst

1

2

. 2 . 47 . 8T\ \/7

Im(S) = sin <7> + sin <7> + sin (7) =

*39/64* GEry HUVENT - EPSILON MATHS -(c) 2009



2. LES TECHNIQUES CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

3 = 1
Exercice 2.64 On pose Z = z*, on se souvient que j = —= + i%, j =42

3 Lo
=ji=—5 i, om doit ainsi résoudre

N =

7% — 457 +165°> =0
Le discriminant (réduit) vaut A = 452 — 1652 = —1252 = (2i\/§j)2. Les racines en Z sont donc

7 = 2j +2iV/3j = 2j (1ii\/§)

Soit
Zi = 2j(1+iV3) = —4j x j2 = 4
Z = 2j(1-iV3) = —4j x j = —45°
On résout ensuite
2= —4 =46 et 2t = —45% = 4¢°F

ce qui donne
= V2eil(ithE) £ =0,1,2,3
etz = 2ei(EHE) E=0,1,2,3

la premiére famille de solutions s’écrit 1 +i, —1 +1i,—1 — 14,1 —i. La seconde peut s’exprimer sous forme cartesienne,
mais cela passe par le calcul de cos 75 et sin 75.

Exercice 2.65 Le complexe o est une racine cinquiéme de 1, donca® =1. Onal+a+b=1+a+ao*+a%2+o? =

1— 5
a =0 car a # 0 donc
11—«

a+b=-1
etab:(oz2+oz3) (a+a4):a7+a6+a4+a3 oraS=a’xa=aea" =a®xa?=a? dou
ab=c*+a*+a’+a=-1

Ainsi a et b sont racines de 22 +x — 1 = 0.
On en déduit que

1 1 1 1
a = —=+=V5ou — V5

22 2 2
1 1 1 1
b = *5*5\/50U*§+§\/5
Or
Im (a) = sin il + sin 12m = sin z+3_7r + sin +2_7r <0
B 5 5 )M 210 T
d’onu

1 1 1 1
a——§—§\/g etb——§+§\/5

Exercice 2.66

1. Soit z une telle solution et r sont module, alors
plaff =[PP+ 2P 2+ a1 < T 4 4

d’on
1 P —1
pr? <rPTh 44 1= 1 carr # 1
r—
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On en déduit que
prP (r—1)<rP —1 carr —1> 0 (on ne change pas le signe de l'inégalité)
Soit f le polynome f (x) = paP (x — 1) —aP +1 = paPTt — (p+ 1) 2P + 1, en tant que polynome f est dérivable et
ff(@)=pp+1)aP™ (x —1) >0 sur |1, +oo[

On en déduit que f est strictement croissante sur [1,+oo[. Puisque f (1) =0, on ne peut avoir f (r) <0 sir > 1.
Conclusion le module d’une racine est inférieur ou égal & 1.

1—2zP .
2.0nazP 14+ 2P 24+ 4 241= 1 = siz # 1, ainsi si z = €' est solution de (E,)
—z
. 2 s ipf 1%0 . 9 . i0
» ipb 1— ezp@ —417 81N 5 e Sln(%) ezp@ X e i(p+1)0
pz=per =40 T w0 sinQ): wo ¢ 2
—2isin (&) e2 btz e
On en déduit que "B €R don son argument est nul a w prés
2k — 0
B =0 () >k el Ho=hr =R e p= """

car 0 # 0. On obtient alors

e

. (0 P
psim <§>

ce qui est absurde. Les solutions de (E), différentes de 1 sont toutes de module strictement inférieur a 1 (elles
sont dans le disque unité).

3 Les exotiques

Exercice 2.67 Onaz#1donc|l+z+22+..+2°| =16 20 -1 =z -1 & |10 - 1|2 =z -1
SEY-1)EY"-1)=:-1)E-1) & (22)'0 =210 —210 = 27— 2 -7 Mais (22)° =120 =1, etz = L. on obtient
donc z'° + Z—}O =z +% & 220 11— 21— 22 =0. I suffit de remarquer que (zll — 1) (zg — 1) =220 41— 21 — 29,
z10—1]  |sin(50)
||

Exercice 2.68 (z+ |z|)? = 2242|z| 2+|2)° = 2242|z| 2422 = 2 (2 + Z+ 2|2|) = 22 (Re (2) + |2]). OrRe (2)+]z| £ 0

donc )
(=t
2Re(z) + 27|

5+120 413

V10 + 26

Exercice 2.69 Posons P(z) = 2* + (7 —1i) 22 4+ (12 — 154) 22 + (4 + 41i) 2 + 16 + 1924 et notons x la racine réelle, la
racine imaginaire pure est alors ix ou —iz.

Analyse du probléme : On calcule alors P (z) — P (iz) = 82® + 24x* 4 8z + 14 (62 — 302?). Si x et iz sont les racines
cherchées, alors P (x) — P (ix) =0= 2 =0 oux = 5. Mais P(0) #0 et P(5) #0.

On caleule donc P (x) — P (—iz) = 6z% + 242* 4 i (—8z3 — 3022 + 8z) . Le méme raisonnement améne & considérer
P (0) (qui est différent de 0 ) et P(—4) = 0. Les deux racines cherchées sont —4 et 4i.

Synthése : On factorise P par (z +4) (z — 4i), on obtient P (z) = (z+4) (z — 4i) (2> + 3 (1 + i) 2 — 12+ i). Le reste
est pur routine, A = (3(1+14))? —4 (=12 +4) = 48+ 14i. Une racine deuziéme § = a+ib est T+ (aprés calcul). Les
autres solutions de (E) sont donc —5 — 2i et 2 — i.

Autre méthode : |1+ z+ 2>+ ...+ 2°| =

si z=¢". On doit donc résoudre |sin (50)| = |sin (§)]

et 'on a les deux racines deuxiémes.

2
Ezemple : Pour z =5+ 124, |z| = v/5% + 122 = 13 ainsi z = ( ) = (3+2i)?
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Exercice 2.70 On résout l’équation, on a A = (1 — z')2 — 4o = —2i — 4. Soit § une racine deuxieme de A, alors les
—14+i+46 —1+i-90
solutions de (E) sont z1 = % et zo = +T Les point My et My d’affizes z1 et zo forment un triangle

rectangle en P si et seulement st

21— =
%GiROUZQZ_
2:2—5
i —-1-946 9 1 1. , .
07’22:§<:> 5 =0« d§d=-1=—96 :A:1=>oz:—z—§z. Dans ce cas lautre solution est
21:—14-%,
i
21—5
Et Z.EiRdonne
2’2*5
-1+6 —1+446
—-1-6 -1-9

(-1+6)(-1-0)+(-1+6)(-1-0) =0
2(17|5|2> =0

<

<

— |67=1]A]=1
. .

n ) 1
a+-=|=-=
2 4
: ) P , ) 1 . ) 7 ei@
Le point A d’affize o décrit le cercle centré en @Q ) de rayon 1 Dans ce cas, il existe 0 € R tel que o = 5T 1

7 ew . -0 2
dou A= —-2i—4 (5 — —> = el = <ezi> et les racines sont

4
z1 = —71+i+ei%*£+isingei%
vt 2 T2 4
—l4i—e® i 0
29 = ———F/——— = —icos—e
2 2 2 4

Exercice 2.71 On prend B d’affize 0, C (1), A(i), Q(a), P (ia), D(1+1)
On a (HB) L (PC) <= —= - € iR < 2 (—ai— 1) = 3 (ia 1)

-1
On a P,H,C alignés < : 1 ER<—= (z—1)(—ta—1)=(Zz—-1)(ia—1)
ia —
a — 1
On additionne les deux équations, pour obtenir (2z — 1) (fiafl):f(ia71)<:>22—1:Z,a+1
ia
1 .
<:>2zzz,a +1:2z',a <:>z:,w
1a+1 ta+1 1a+1
z—a
On doit véri, HQ) L (HP) <= — € R.
n doit vérifier que (HQ) L (HP) P
1a u
_ - - e N ia(l— .
Mais — 2= _ _dat1 __fte—ie’—a ':za( a+,Z):—z'aez']R
z—(141) 1a , ta—ta+a—1—1 —l+a—1
—— —(1+41)
1a+1

Exercice 2.72 1. Puisque l'angle ZSAP est droit, les points P et S sont diamétralement opposés sur le cercle. Il
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suffit donc de calculer p (car s = —p). Le parallélisme se traduit par
_ 1.1
p—a p—a p—a p a bc p—a
R = = ==
b_c © b—c (b—c) 1 1 pa(-rc
b ¢
d’ot
be be
p=—, S=——
a a

. On applique le résultat précédent au triangle (SCA), on en déduit que

, ac ac a
d=-—=-— = —
s be b

a

Le point A’ ne dépend donc pas de C (car o' ne dépend pas de c!). Pour Uidentifier, il s’agit de bien placer le
point C, la meilleur place est en A’/

Dans ce cas Uangle ZASP est droit, [A, S] est un diamétre du cercle. Conclusion : A’ est le symétrique de B par
rapport & la droite (AO).

. D’apres 1. dans le triangle (CAB) on a (si r est laffize de R)
ab
c

T =

Pour prouver que (PR) est paralléle a la tangente en B au cercle, il suffit de montrer que (OB) L (PR), ce qui
se traduit par

r—p r—p |
= R
b—0 b '
Mais
ab bc
e B G (r=>p
b b  ca 1 b

Exercice 2.73
1. Le discriminant vaut A = (14 2i)°> —4(=1+14) = 1, on obtient donc deus racines z1 =i et zo = 1 + .
2. Ona

7" = = 2" =% =Tk {0, -n—1}, Z=e(FTEE)
7" = 14i<= 2" =2F <k e {0, n—1}, Z= 2 (FHE)
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3. Les trois points forment un triangle rectangle si et seulement si

14" —0  [(1+i\"
(+Z)O :( JZFZ) €iR <= (1-i)" €iR

in

Or (1 —4)" = 2" % donc
1-9)" € iiR<=3JkeZ, S
— dkeZ, n=-2-4k
Les entiers solutions sont donc —2+4 =2, —2+8 =6, --- i.e. tous les entiers de la forme 2+ 4p ot p € N.

Exercice 2.74 On pose z = x + iy, alors i - i_

1
= =. On en déduit que
2+y? 22z

1
. (33z — 56y) + 4 (56 + 33y)

= (33+560) (z + iy)
(33 + 56i) z

d’o I’équation
2% = 1
33+ 560

Or un calcul laissé au lecteur (extraction de racine carré) montre que 33 4 56i = (7 + 4i)* . Ainsi
1 7 4
TR 4 (65 65 Z)

11
65

d’ot
2| + [yl =
u+v
Exercice 2.75 On fait un dessin, soit U et V' d’affize u et v et M d’affize + ( M est le pied de la hauteur issue

de O dans le triangle isocéle UOV, donc (OM) L (UV)). Les points U et V' sont sur le cercle unité, le point P d’affize
au + bv

+b

z=au+bv = et un point du segment [U, V] (penser barycentre!).

U

u—+v

On a |au + bv| = OP,

1
= OM, d’aprés Pythagore, OP? = OM? + M P? = |au + bv| > 5 |u 4+ v|. De plus
OP* - OM?* = MP?
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mais
MP? = au—i—b’u—u;v' = au—i—(l—a)v—u;v
= af1 2|u7”u|2
N 2
1\ 2
= |a—3 (u—v)(u—"7)
2
1 1 1
= (o-3) @0 (i-3)
1 1\? )
- u—< 5) (w=1)
_ 1 _ 1
car u et v sont de module 1 donc u = o v = e
enfin
1 1-—- 1 1 1
OP? —-OM? = |au+bv|2—1|u+v|2:(au+(1—a)v)><(%—i—( va)>—1(u+v)<a+;)
1 1 2
= — 1- 1- - —
— (aut (1~ ) v) (a0 + (1~ a)u) — 7 (u-+v)
d’ot la factorisation demandée.
Exercice 2.76 On a
1 = |1+a0+"'+an—1_aO_"'_an—1|
< [T4ag+-+ap|+lagl + -+ lan_1]
d’ot
N1+ao+-+an1|>1—|ag| = — |an—1]
Ainsi P
(Z) :‘1+a"71+...+@ 71_M ..... |a”*nl|
1
Silz| > 1 alors — <1 = —|a—kk! > —|ag| d’ou
|| 2]
P(z
' (n) 21—|a0|7~-7|an,1|>0

Exercice 2.77 On a

n

Y=C+iS= Zcos(k@)JrisinkG = Ze”"e = Z(ew)k

k=0 k=0 k=0
Sie £1+=0+#0 (27) alors
.. (n+1)0 ;(ni1)o . (n+1)0
n ok piln+1)0 _ 1 2isin-——/——e 2 sin 5  nf
ko(e) = eiefl = " glg = . 0 e 2
= isin —e sin —
2 2
En considérant les parties réelles et imaginaires, on obtient
. (n+1)0 . (n+1)0
Cism—2 nf tS—Sm—Q ng
= 78111 9 cos - et § = 75111 0 sin <
2 2

Si e =1, alors cosk =1 etsinkf® =0, ainsi =n+1,C=n+1etS=0.
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Exercice 2.78 Méme idée,

YX=C0+iS= Zcos 0 (cos (kO) + isin k0) :Z cos96
k=0

k=0
‘ 0 9 . cos? =1
Si cosfe’” = cos” 0 +isinfcosh =1 < in20 — 0 < 0=0 (m) alorsX=n+1,C=n+1et S=0.
Sinon
1 — cog™ 1 eei(n+1)0
Y= ,
1 — cos fet?
Or
1 —cosze®® = 1—cos’z —isinxzcosz =sinz? —isinzcosz = sinz (sinx — icosx)
= isinz(—isinz — cosz) = —isinze’®
Ainsi

sin ((n+1)0) eV gin(n+1) 961»”0

™
|

sin fet? sin 0
c - st Df
sin 6
g - sntDo .
sin 6

Exercice 2.79

S _ =~ (n i(ak+b) | _ ib — (n iak | _ ib =~ (n iakqn—k
Z()cos (ak+b) = Re( ()e )—Re<e Z(k>e )—R&}(@ Z(k)e 1 )
=0 k= k=0 k=0
] ia\™\ _ n o _ n E
N 2

ol

Exercice 2.80

kZ: (-1 (Z) % ~ Re (Zn: (-1 (Z) (Coes(g;))k> ~ Re (%(1) - 1)n — Re (itan(x))" = Re (€% tan”(x))
Ainsi

" ~yn—k () cos(kx) nm e 0 sin est impair
Z( 1 (k‘) cosk(z) o8 ( 2 )tan (z) = {(1)” tan®?(z) sin = 2p

k=0

2ikm
Exercice 2.81 On peut supposer que wx, =e n grice & la commutativé de la somme. On a

n—1 n—1
Z(a—i—wkb) = Za—i—wak—na-i-bZ(ez;w)

k=0

= na+b —— =na
1—en
Ainsi par l'inégalité triangulaire
n—1 n—1 n—1
nal = > (a+wib)| <> la+wib| = |af < = Z la + wib|
k=0 k=0
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On obtient de méme que
n—1

1
bl < — b
ol <= 3" b+wral
k=0
Mais
n—1 — n—1 1 n—1 1
> b+wial = Z Wi (—b+a)‘ > lwkl|—b+a|=>"|—b+a
Wik Wik
k=0 k= k=0 k=0
car |wi| = 1
1l reste a prouver que
n—1 n—1
3 a+—b' > ot
k=0
Or
2nim
1 1 e n 2(n—k)im
wn | 2kin 2kix =e¢ n
e n e n
donc
— n—1 .
2(n—k)im
Z a—i——b‘ S ot T
k= k=0
Lorsque k décrit 0,...,n — 1,le terme wy, déerit wo, w1, - ,wn—1 alors que — décrit w, = Wo,Wn—1," - ,w1 (présence
Wk
n—1 2(n—k)im
de n — k). Cela se voit en posant j =n — k dans la somme Y la+e n  b|, on a alors
k=0
0 < k<n-1=1<j<n
n—l 2(n—k)im n 2jim 2nim n-t 2jim
Za—i—e n b :Za—l—enb a—i—enb—l—Za—i—enb
k=0 j=1 j=1
nl 271w
= la+b+> |aten b
j=1
s 2jin
= Z at+e n bl (wp,=uwo)
§=0
On a donc

nl

[b] < = Z |a + wib|
et en sommant les deux inégalités le résultat demandé.

Exercice 2.82 Par analyse-synthése.

1 1
Analyse, soient a et b tels que =—+ —, alors
a+b a b
1 1 1 a+bd
= =4 ==
a+b a b ab

En posant S = a+b et P = ab, on obtient S?> = P. Ainsi a et b sont solutions de X? — SX + 5% = 0. Les solutions de

1j:\/_

cette équation sont X = S. On a donc (symétrie des roles) a = —jS et b= —j28 ou S € C* (on ne peut avoir
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S=a+b=0).

Synthése. Soient S € C*, on pose a = —jS et b= —3528, alors a+b = — (j +j2) S=3S5et
11 -1 -1 =2 —j —=(*+5) 1 1
—+—:.—+.—:—j+—j:7(] ]):_:

a b 35S 428 S S S S a+bd

Conclusion, les solutions sont de la forme

a=—jS etb=—j428 ou S € C*

Exercice 2.83 On fonce ...,

(Im+1+m—-1))* = |m+1+m—1*+2|m* -1

= (m+1)(M+1)+(m-1)(m—1)+2|m*—1|
= 2mf*+2+2|m? -1

Mais 22 +2mz+1= (z+m)* + 1 —m?2 d'ou
(a+m)2:m2—1=>|a+m|2:(a—i—m)(ﬁ—i—m):|a|2+|m|2+am+6m:}m2—1|

et de méme
b” + [m|* + b + b = |m? — 1]

En sommant ces deux derniéres égalités, on obtient
laf* + 16> + 2 |m|* + (a+ b) T+ (@+b)m=2|m? -1
Mais a+b=—2m d’ot (a+b) 7+ (@ +b)m = —4|m|* et ainsi
2|m? —1| = lal* + [b]* — 2 |m/?
On en déduit que
(Im—+ 1|+ |m—1)* = |a* + |b]* + 2 = (Ja| + |b))* car ab =1 donc |a| [b] = 1
et c’est gagné (deuxr nombres positifs ayant méme carré sont égauz).

4 Les olympiques

Exercice 2.84 Posonsa = €'®, b= ¢e'? et ¢ = €. Par hypothése on a a+b-+c = 0 mais aussi a+b+¢ = 0. Puisque a, b

1 - 1 1 - 1 1 1 b b

et c sont de module 1, onaa=—,b=— et¢=—. Ainsia+b+c=—+—-+—- = petactad 0 = bc+ac+ab=0.
a b c a b c abe

Mais alors a> +b*+c? = (a + b+ ¢)” =2 (bc + ac + ab) = 0. En considérant les parties réelles et imaginaires, on obtient

le résultat demandé.
Exercice 2.85 On a
2alz| — |z +al?* < ‘|2az| - )(z—i—a)zH < ‘2(12 - (z—i—a)z) =[*+d’| <a

d’apres la seconde inégalité triangulaire. On en déduit que

+a

1
2zl <a+z+af <a+a® =z <

car a > 1.
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Exercice 2.86 Dans le méme style que le précédent. On a
}zQ—i—a} = ‘(z+a)2+a—2az—a2‘ <a
et d’aprés la seconde inégalité triangulaire

2a|z|—‘a2—a—(z+a)2)§ ‘2az+a2—a—(z+a)2‘

d’otu
2a|z| §a+‘a2—a—(z+a)2)
Or
az—a—(z+a)2‘ < }az—a}+|z+a|2 ilaz—a+|z+a|2S2a2—a
a_
Ainsi

2a|z| <a+2d® —a=2d*=|z|]<a

Exercice 2.87 Notons a,b,c les racines de P et A, B,C les points d’affixes a,b et ¢ respectivement. On commence
par chercher une caractérisation des triangles isocéles en A.

Le triangle est rectangle isocéle en a si et seulement si |b— a| = |c — a| et arg (g:‘;) =3 (7). On en déduit que
(ABC) rectangle isocéle en A<=b—a=c¢i(c—a) ot e ==%1

— — s
Cette condition traduit le fait que AB est l'image de AC par la rotation de centre A et d’angle i§ suivant que le

triangle est direct ou non.
On suppose que le triangle (ABC) est rectangle isocéle, et quitte o permuter B et C, on suppose qu’il est direct. Ainsi
b—a=1i(c—a). On peut factoriser P et obtenir P (z) = (z — a) (z — b) (z — ¢). En développant P, on a

P(z):z3—(a+b+c)22+(ab+bc+ca)z—abc

(c.f. cours sur les relations coefficients-racines qui sera fait plus tard)
Ainsia+b+c¢=0, ab+ ac+ bc=p et abc = —q.
On obtient le systéme

a+b+c = 0 (2.5)
ab+ac+bc = p (2.6)
abc = —q (2.7)
b = a+i(c—a) (2.8)
—241 —241)(1—1 14 3¢ 1—-3¢
En reportant b dans (2.5), on obtient c = a 1 _:Z_Z = al Jr;) ( ) = +2 EZa, puis donneb = —c—a = — 5 Za.
On reporte les valeurs de b et ¢ trouvées dans (2.6) et (2.7), ce qui donne
143 1-3 a o 5
_ — 3 _ _ 2.3
q " X —5— X — 4|1—i—3z| 50
2,99 3,
p = alb+c)+bc=—a +§a = 5a
Dot a® = 5:p* = 5:¢*. On a donc une CN
3 _ 27 5
p = 50‘]
Cette condition est-elle suffisante ?
S 3= 2.
upposons que p° = £5q
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Siq=0 alors p=0 et P(z) = 2 admet une racine triple nulle (il y a un triangle réduit @ un point donc isocéle)

3 1-3i 1+ 3i 2 2
Si q # 0, posons a = —gg, b=— 5 la, c=— —; *a car dans Uanalyse précedente, on a a®> = —gq et a® = gp
p
et le choix de e = 1 ou e = —1 revient & permuter a et b (ce qui est raisonnable car dans un triangle isocéle, deux

sommets jouent le méme role). Calculons alors P (a), P (b) et P(c). Pour cela on utilise notre Ti préférée. On trouve
alors

(27q2 — 50p3) q

P(a) = —W —0
—13+9i) q
P) = (274 —s50p%) B9
3 (—13—99)¢
P — 2 2 3 ( _
(c) (27¢° — 50p°) 500 0

[F BJa1 4 alc T [offer frromialc1eon ue| |
nrdtpztgspRin Dore
. 'E;S-q s '53__-;
— J;_S.i) ate st s
FAIM EAD AUTO FUNC Y4/%0

Ifi"'"]]’ Fer Trzv]’ Far ]’ B ]’ FE™ ]’ ]
v f—|Algebra|Calc|Other |PramI0|Clean Up

- I=—T F

- |-1 B {factorlppl bl

m fact
actor(pplal) -[SEI-pS—Z?'qz]'EI'( 134 9.4)

= factor{ppibil so0-ps
{50-p3 - 27 4Z] q-(-13 + 9| factorcppccn
soE-po [s8-pF-27 a2l -gq(13+9-i)
= factor(ppic)) _ san-p
HMAlN FAD AUTO FUMC =/ 7 HMAlN FAD AUTO FUHEC 7730
1-—3¢ 3 3. 1+3¢ 3 3. , .
De plusb—a = — afa:f§a+§zaetcfa:f g 0~ a=—5a—ia, d’otb—a=1i(c—a) etle triangle

est rectangle isocéle en A (a).
Remarque : rien n'empéche p et q d’étre des complezes.

Exercice 2.88 La solution est basée sur la remarque suivante. Soient A, B et C trois points deux & deux distincts. Le
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dirige la bissectrice de l'angle Z/BAC.

On commence par supposer que z ¢ R, car sinon M, N et P sont alignés. Puis, si O est le centre du cercle inscrit &
—_—

(MNP) alors OM, T =0 ou

— —
w = MN + MP a pour affize u = . ek
|| [ SR
On en déduit que
U U
= —-€R
z—0 zE
(z—=1) (z+1)
<~ 14+ cR
|z| |z — 1|z + 1| |z + 1]
1
— (z—1) 1+(z+) eR
|z + 1]
22 z2
<~ =Z
SRRPET R Py
— (z-2)(|z+1+2+%2)=0

Comme on a supposé que z ¢ R, on obtient la premiére condition

|z4+ 1|+ 2Re(z) =0 (2.9)

—

De méme si O est le centre du cercle inscrit & (M N P) alors 5]7, v =0 ou

NM NP 2 3_ 52

N z—z 20—z

v = + 7= a pour affive u =
|var| ||V

|z — 22| |23 — 22
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d’onu

v @(11>€R

2 EIFEE RNE

z

= z—l—M:E—i-M
z z

= (zE)(l i)
2|

Ainsi z est de module 1. Or (2.9) s’écrit

V7Z+2Re(2) +1+2Re(2) = vV2y/Re(2) + 1+ 2Re (2) =0

On résout donc

B 1+u=2u? 1
\/1+u+ux/§—0<:>{ vu<o Re(x)=-3

Les seules solutions possibles sont donc z = j ou z = j2. Ces solutions conviennent car dans ces deux cas le triangle
(MNP) est équilatral ; le centre du cercle inscrit coincide avec le centre du cercle circonscrit, qui est O.

Exercice 2.89 Awvec les notations du schéma ci dessous, on détermine les affizes de P,Q et R (affizes notés p,q et

7). On passe de B a P par une rotation de centre C' et d’angle § donc

pfc:e“% (b—rc)

p—c=—j(b—c)=p=(1+5°)c—bj>=-bj*—cj
De méme

q = —cj°—aj
r = —aj’—bj

-52/64-
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(on passe de p & q en remplagant b par ¢ et ¢ par a).
On en déduit que, si a, 8 et v sont les affizes de A’, B" et C'

p+bt+ec —bj2—cj+btc 1—j 5
=== (c=J%)

3 3 3
I S AR
s = s
1—-3 .
v = -

On vérifie que
y—a=di(B-a)=—*(8-a)

ce qui est simple car

y—a = %(—j%—i—(l—i—jz)b—c)
I el M- P
= 2 (—j%a—jb—c)
et
6—@ _ 1;](a+]2bf(32+1)6)
1—y

= 3 (a+j2b+jc)

(sans oublier que j3 =1 et j* =j)
Remarque : On peut aussi utiliser le résultat de lexercice 2.55 . Il s’agit alors de prouver que o + 5% + v =
af + By + vya ce qui est équivalent a

(¢ 526)° + (a = 52¢) + (b— j%a)” = (c — j?b) (a— j%¢) + (a — j%) (b— j%a) + (b— j%a) (c — 52b)

11 suffit de vérifier que les termes en a® et en ab sont les mémes (par symétrie des roles), ce qui est simple.
Enfin

a+p+7y 1—3 . ) .
3 = 9 (C—]2b+a—j26+b—j2a)
1—5) (1 -2
= L—l%%—il®+c+@
~ (b+c+a)
3

car (1 —j) (1 —j?) =1—j —j* 4 j* = 3. Les isobarycentres de (ABC) et de (A'B'C’) sont les mémes.
Remarque : On peut également considérer une configuration semblable au schéma suivant, le résultat est alors le
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Exercice 2.90

1. La premiére remarque & faire est que |p| = |q| = |r| = 1, et ainsip = =, § = — et T = —. Ensuite, on a
D r

(AQ) L (QV) <

€iR et (AR) L (RV) <— % € iR. On en déduit le systéme
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Remarque : on a donc

1 1/1 1 .
—=—|(—+—-], a est la moyenne harmonique de q et r
a 2\q r
De méme
2pr 2pq
b= , C=
p+r p+q
2. On calcule |w — p| or
oy - 2pqr(p+q+r)  2qr _ 2gr (p(p+q+7") (p+Q)(Q+T))
(p+a)(@+r)(r+p) q+r (¢+r)\(p+a(r+p) (@+a)(g+7)
2(]27“2

(p+q)(r+q)(r+p)

d’ot
B 2
lp+qllg+7||r+p|

lw—pl=lw—q=|w—r| car |q| = |r| =1

par symétrie des roles, et Q) est bien le centre du cercle circonscrit & PQR .
3. On a

2 2

' p+r
= |u —

e

Quelques secondes de réflexion, un peu d’inspiration mathématique, et on devine que

u_p+q+7“
o 2

Remarque : En fait U est le centre du cercle d’Euler de PQR.

4. En déduire que U,V et Q) sont alignés.

On a
w—0 4dpqr

u—=0 (p+q)(g+7)(r+p)

il suffit de prouver que ce compleze est réel. Or

1

((erq)(ququr)(r+p)) B (1 1) <1pqr1) <1 1>

p q

q T
pqr
(p+q)(g+7)(r+p)

r

ce qui prouve [’alignement.
Remarque : De plus

] = W 4
u Uv . lp+qllg+rllr+pl
ot R est le rayon du cercle circonscrit ¢ ABC

=2|w—p|=2R

Attention , on a supposé que le rayon du cercle inscrit o (ABC) est égal a 1, la remarque précédente, dans le cas

général se traduit ainsi : v = 2— ou r; est le rayon du cercle inscrit.
T
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Remarque : Le résultat demeure pour les centres des cercles exinscrits.

Exercice 2.91

On place Vorigine du plan compleze au centre cu cercle circonscrit au quadrilatére (ABCD). On peut alors supposer,
1
sans perte de généralité, que les affizes a, b, c et d (des points A, B - - - ) sont des complexes de module 1 (donca = —---).

a
On détermine ensuite laffize p du point P. On sait que (DP) L (BC) et que B,C, P sont alignés. On en déduit que

p—d . p—2>
—C*bGZREt—C*beR

56,64~
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ainsi p et o sont solutions du systéme

_ 1
p—d_ (p—d\_ PTG bedp-1
c—b c—b) 1 1 dc—b be
c—b c—b) 1 1~ c—b
c b
d’otu
1 df%+c+b 7ld2+bd+cd—bc
P=3 d 2 d
De méme
B 1d2+ad+cdfac
2 d
A 1d2+ad+bdfab
2 d
On en déduit que
1 1
PQ |q—p|:§|ad7bd+bcfac|:§|bfa||dfc|
1
—AB-CD car |d =1
2
1 1
QR |rfq|:§|bfc||dfa|:§AC~BD

Soient maintenant X etY les points d’intersections des bissectrices de ZABC' et de ZADC' avec la droite (AC) . C’est
un résultat classique que de prouver que X est le barycentre de A et C affectés des coefficients les longueurs BC' et

AB. On peut Uétablir avec la régle des sinus (exercice) mais aussi avec les complexes. En effet un vecteur directeur de
la bissectrice de LZABC' est

ﬂ):B_A_i_B_C
ez e
dont Uaffize est
_a—b c—b (a—b)|lc—bl+|a—0bl(c—b)
Tl el fa=blle =]

Soit x Uaffize du barycentre de ((A,|c—bl|),(C,|a — b)) alors

alc—>bl+bla—1|
xr=

lc — b+ |a —b]
done
ale—bl+cla—1| (a—0b)|lc—b|+ |a—b|(c—1b)
r—b = —-b=
lc—b] + |a — b |a —b| + |c— b
x—0b |a —b||c—b]
t = R
¢ |0L—b|—l—|c—b|E

ce qui prouve que X est sur la bissectrice de ZABC. De méme laffize de Y, notée y est

_alc—d|+cla—d]
 Je—d|+]a—d
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Pour finir (car, sincérement, ot cela nous conduit-il ),

. ale—d|+cla—d| alc—b+bla—b
VTP T TS dHla—dl T le=blFla—1
(le—dfla—b] —|c —bla —dJ])

= Qe—dtla—d)(e—bl+Ja—t) >~ 9

ce qui donne (ouvrez un peu les yeuzx) avec les longeurs des cotés du quadrilatére

PQ - QR

(AD + DC) (AB + BC) AC

1
XY ==
2

En conclusion X =Y <= PQ = QR ce qui prouve le résultat demandé.

Remarque 1 En fait, un calcul plus approfondi, avec Maple, montre que le résultat demeure méme si le quadrilatére

n’est pas inscriptible.

Exercice 2.92 Tout réside dans le choixz de 'origine du plan complexe. On choisit [’origine du plan complere au

=
centre du cercle circonserit & (ABC'). On choisit également le repére orthonormé de maniére & ce que le vecteur i
d’affize 1 dirige la droite (D). Sans perte de généralité, on peut également supposer que les affizes a,b et ¢ de A, B et

C sont des complexes de module 1.

1 1 1

Quelques minutes suffisent pour se convaincre que les affizes de A', B’ et C' sonta' = —a=—=,—b=—= etc=——

a c
respectivement. Soit p laffize du point P ( p est aussi de module 1) et o’ Uaffize de A", Ualignement de A", B et C

se traduit par

a' —b _ o
" =
p— eER <= (a —b)(cl—b)lz (a”—b)(cl—b)
" _ Z_ (7 _Z _
— (a b)(c b) <a b)(c b)
e w1yl
be ¢ b

Quand a alignement entre A’', P et A", il donne

a//*p _ _ _ _
o, SR = (a" —p) (¢ =) = (¢" - D) (' —p)
— 1
= (a" - )<a+—><a”—) <—+p
- p p a
a’  a 1
= ———=1-—
a’ N
— a"=a——
p p

en sommant les deux expressions obtenues, on a
(1 a 1 1 1
a |l —-+-)|=-+7+a——
bc  p c D

a,,_p(abc—i—b—i—c)—bc
B P+ abc

De méme (permutation des réles)

p(abc+a+c) —ac

bll —
P+ abc
oo p(abc+a+b) —ab
B p + abc

58,64~
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Il reste a vérifier l’alignement des points A", B" et C", i.e. a vérifier que

M —a
by — g

eR

or

—a’ _(p-bla—c) _ (;_ 2) (1‘1) _ ((pb)(ac))

I R CR R
» <) \a

Remarque 2 En fait, comme le laisse voir la figure, la droite (A”C") est paralléle o (D). On le prouve en constatant
que

M — ' = (p—a)(b—c) cR
p+ abc
(prewve banale, on passe au conjugué: - - )

Remarque 8 On a de plus montré que
A"C"  BP  AC

A’B" ~ CP " AB

Remarque 4 Pour p = —abe, les trois points A", B"” et C"” n’existent pas, en effet dans ce cas la droite (PA’) est
paralléle a (BC) ce que traduit

1
p+g _ E—abc: 1— a2be
b—c b—c a(b—c)
de méme (PB’) || (AC) et (PC")|| (AB). Dans ce cas, si l’on trace la perpendiculaire & (D) passant par A, elle coupe
le cercle en un point J. Le point P est alors tel que (JP) est perpendiculaire & (BC).

eR

1
Remarque 5 Que se passe-t-il si le point P coincide avec A’ 2 Si lon fait tendre p vers a’ = ——, alors a’ tend vers
a

_ 2abc+b+c

. On peut vérifier qu’alors
1—a2bc
a—a a*bct+ab+ac+1
= € iR
—a’ 1—a2bc

ce que traduit le fait que la droite (A’A") est la tangente en A’ au cercle circonscrit 4 (ABC).
Bien sur cela n’a pas de sens si a*bc =1 (ce qui correspond & p + abe = 0).

Exercice 2.93 En posant a = \/x et b= \/y le systéme s’écrit alors

1 1
1+——— ) =2 IR
a<+a2+b2> a<1+a2+b2>_2
L«Jr:}L ot z=a-+1b
1 1Tl2 1
1—-——— | = Z = i
b( a2+b2> 3 z—l—z 2+ 30

En effet, on a Z = a —ib et |z|° = 2Z = a® + b? ainsi

a—1ib z

a2 +b2  Z

1
z

On résout donc léquation 22 — (24 3i)z+1=0. On a A = (2+3i)*> —4 = —9 + 12i, on cherche alors & tel que
6% = A. On pose § = u+1iv, ot (u,v) € R? alors

u? —v?=-9 2u? =6
2uv =12>0 - 202 = 24
u? +02 =|A| =81 +144 =15 wv de méme signe
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On choisit donc § = /3 (1 + 2i), les solutions de (E) sont alors

I 2+3i+\2/§+2\/§i<1\/?—)+1>+i<\/?—)+%)

2

L, L 2H3i-VEBooVE <_%\/§+1>+i(—\/§+g)

2

Ainsi puisque a = Re (2) et b=1Im (z), on obtient deux couples de solutions pour a et b

(a,b) = ()(E\/ﬁ+1,\/§+g>

(a,b) = (%ﬁ+ 1,—V3+ g)

On remarque que Uon passe de l'un a Uautre en remplacant /3 par —/3. On a alors deuz couples solutions pour x et
y en élevant au carré (on ne calcule que les carrés du premier couple, puis on remplace V3 par —/3 pour avoir Uautre

couple). On, obtient
(@,y) = ((%\/3+1>2,<\/§+%>2> <\/§+£,3\/§+%)

ou

Remarque : Cet exercice m’a été inspiré du sujet des Olympiades du Vietnam de 1996, le sujet original était

1 2
V3dz|1l+—— ) = —
( T + y) V3
résoudre

(1

qui conduit & une équation beaucoup moins agréable: - -

2im
Exercice 2.94 Posons w =e n , alors d’aprés le binéme de Newton

n—1 2ikm \ ™ n—1 n—1 n ) ‘
Z<z+eT> — Z(Z_i_wk;)":zzwjkznfj
k=0 k=0 k=0 j=0
n n—1
- S8 ()
=0 \k=0 J
Or
n—1 _ G\ ‘
ijk = M siw! #1
1—w?
k=0
1— (w")j
B 1—wi

On isole donc les cas ot w? =1, ce qui correspond ¢ j =0 ou j =n. Ainsi

Sy - s (80

7=0 ou j=n \k=0

= n(?}) 20 4 n(Z) 2 =n(z"4+1)
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1l reste o appliquer cette formule de maniéres

Avec z=1, on a

2ikm
l1+e n

Ainsi

Remarque :

qui se démontre facilement ainsi : On part de X"—1 = H

X =1, il vient

n—1

=11

k=1

2ikm
l—en

(

astucieuses.

(2 cos (k—ﬂ>
n
k_ﬂ-) eikﬂ'

2" cos™
n

ik
en

Ce résultat est a mettre en paralléle avec la célebre formule

n—1
. km n
sin — = 1
k=1
n_l ik s -
X—en ue l'on dérive en n X"~ —e n
q
k=0 J=0 19
;é
e L2 _1n_1 . km ikxm
= H2Sln—e n =27 Hsm—e n
n
k=1 k=1

k
1l suffit de passer au module en remarquant que sin o >0s1<k<n-1.
n

Avec z =en (une racine deuziéme de w, i.e une racine éniéme de —1), on obtient

im 2ikm
en +e n

v

2ikm
zZ+e n

(

Ainsi

n—1

2" Z (—1)* cos™

k=0

d’ou le résultat.

Exercice 2.95

in 2ikn 2k —1 (2k+1)m
en +e n :2COS( 71')6 2n
2k — C(2k+1)7
2™ cos™ Mel 2
2n
2k —1 T
M cos™ ( )ﬂ-ezkﬂ'elQ
2n
2k —1
2" (—1)k cos" @k—1)m o )7
k-1
~——=n(-14+1)=0
o n(-1+1)

1. On a
(1 - z)p(z) =ag+ (al - aO)Z+ A (an - an—l)zn +a”zn+l
armst
lao] = |(1—2)p(2)— [(a1 —ao) 2+ + (an — an—1) 2" + anz" ]|
< |(1—z)P(z)|+}(al—ag)z+~~+(an—an,l)z"+anz"+1|
< |(1—z)P(z)|+|(a1fao)z|+~'+|(anfan,1)z"|+}anz”+I|
< 11 2) P+ (00— an) |21+ (@ — aa) 2 4+ (@ncs — @) 2l + g ™

d’ot le résultat.
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2. Les fonctions x v+ ¥ sont strictement croissantes et les coefficients ay, — api1, Gni1 Sont positifs, la fonction f

est donc décroissante strictement.

3. On a donc pour |z| < 1, f(|z]) > f (1) =ap—[(ap — a1) + (a1 —az2) + -+ + (an—1 — an) + an] = 0, ce qui prouve
qu’il n’y a pas de racines dans D.
11—zt
4. Pourap =1, onp(z) = T siz#1etp(l) =n+1, les racines sont des racines éniémes de 'unité qui
-z
sont bien & Uextérieur (au bord) de D.
5. On applique le résultat a p(z) = Q (r12) et ap(z) =2"p <2>
2z

Avec Q (z2) =1+ -+ 4 2", on retrouve bien que les racines sont toutes de module 1.

1 1
2% — —‘ < = ce qui équivaut (puisque les nombres sont des réels positifs) a

Exercice 2.96 On sait que 5 5

soit a

Or

On obtient donc

, 1P (17 +1)
R
e(z)” > 5

On veut prouver que

27127é<0<:> 271 z_1 —é<0

3| 79 3)\"73) 3%
soit )
2 1 312 — 1
|2 = SRe(2) — 5 <0 <= Re(2) > |Z|2

sachant que Re(z) > 0.
Ou bien 3 |z|2 —1 <0 et c’est alors vrai, ou bien cela revient a

Re(2)? > (%)2
- 2

(1= 1) <3|z|2 1

2 2

2
1
1l suffit donc de prouver que pour |Z|2 > 3 on a ) soit en posant T = |z|2 que

2

1 3r—1

x(x; ) > ( = ) =722 —83+1<0

A priori, aucune chance que cela soit vrai, il manque donc une information. Cette information c’est que
Re (z) < |2|

donc on a
P (1P +1) P (P L
———==< — P 0= S (A - D+ D <0

donc
2| <1
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1
On est donc amené & prouver que pour x € {g, 1] , on a bien

722 -8z 4+1<0

1
ce qui est facile car les racines de 7Tx®> — 8x + 1 sont 1 et —.

Remarque : Géométriquement la condition

1 1
2% — 5‘ < 3 et Re (z) implique que M (2) est a Uintérieur de la boucle

droite de la lemniscate d’équation polaire r = +/cos 2t Alors que

1
z— g‘ < 3 implique que M (z) est dans le cercle de

1 2
centre A (g) et de rayon 3 On vient de prouver que la demi-lemniscate est incluse dans ce cercle.

3

Y

[
\

n

>

n n
Exercice 2.97 On pose A = k:ln , B= zk,C’:Z|Zk|etg(Z):1J|rZ|||al07’s
z
1+sz k=1 k=1
k=1
) 14z —-1 1
z — =1-
g 12| 1+ 2|
B < ) |
k=1
d’on .
. . . Z|Zk|
> — A=gB)<1-—— = = k=L
1+B~1+C (B)<1-176=9) n
L+l
k=1
Puis,
1
r4+y)=1—-——
9( v) 1+ |z +y|
1 |lz| + |yl
l+lz+y<l+|zl+ly=—=>1-—<1-— =
eyl <1+l T ferol = T T+l 1+ [l + 1
d’on
|z + | < |z| n |yl < |z| n |yl
T+le+yl —1+|z|+yl  1+|z|+|yl — 14|z 1+|z|
ainsi

g@+y) <gx)+g(y)
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et par récurrence
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